Problemes tractables i intractables

Es tracta d'estudiar les caracteristiques d'allo que és computable.
No tots els problemes costen igual de resoldre.

Es pot fer una classificacié dels problemes resolubles en funcié de la seua
complexitat?

Problema: com mesurem els costs? amb MTs? de quin tipus?’
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Problemes tractables 1 intractables

Per tal de fer I'estudi independent del model de computacié farem nomeés la
distincié entre problemes tractables (cost polinomic) i intractables (cost
exponencial).

Técnicament parlarem de costs polinomics enfront de costs polinomics inde-
terministes (que en la practica es corresponen amb els exponencials).

Es pot distinguir entre tres tipus de problemes:

e problemes per als quals s'ha trobat solucié polinomica.
e problemes per als que s'ha demostrat que no hi ha solucié polinomica.

e problemes per als quals no s’ha trobat solucié polinomica.
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Costs associats a MT

Siga M = (Q,%,1,0,q0, A, F) i w € X* amb |w| = n.

complexitat o cost temporal de M (T)/(n)): nombre maxim de mo-
viments duts a terme per M amb qualsevol w de talla n com a entrada
fins a arribar a una configuracié de parada.

complexitat o cost espacial de M (T);(n)): nombre maxim de case-
lles de la cinta de M utilitzades (escrites o llegides) durant I'acceptacié
o no de qualsevol cadena w de talla n.
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Costs associats a MT

Si les maquines sén indeterministes, poden haver diferents comportaments
per a una mateixa cadena.

Th(n) esta indefinida per a n si hi ha alguna cadena de longitud n per a la
qual M pot no parar.

Si T z(n) és el minim nombre de moviments que necessita M per acceptar
o rebujar la cadena z de talla n, T)s(n) és el maxim dels Ty, ,(n) per a
totes les cadenes de talla n.
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Costs associats a MT
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Complexitats dels llenguatges

Es diu que un llenguatge, L, té una complexitat temporal f(n)
si és acceptat per una MT determinista la complexitat temporal
de la qual és menor o igual que ¢ - f(n) per a alguna constant
c i per a tot n llevat d'un nombre finit de valors. Es diu que L
pertany a la classe Temps(f(n)).

De la mateixa manera es pot definir la complexitat temporal no determinista
aixi com les corresponents complexitats espacials. Les classes corresponents

reben els noms de NTemps(f(n)), Espai(f(n)) i NEspai(f(n)).
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Complexitats dels llenguatges

Temps(2")
Temps(n?)
Temps(n)

Per a que aquestes definicions tinguen sentit caldria especificar exactament
el tipus de MT. Es consideraran MT multicinta en tots els casos.
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Exemple

Siga L. el llenguatge format per cadenes capicues de (a, b)".

Siga M; la MT de una cinta que accepta (decideix) L. marcant simbols
iguals al principi i final de la cadena.

TMl(n) € O(n2)

Siga M5 la MT amb dos capgals que decideix L. comprovant simbols al
principi i al final amb els dos capcals.

TMZ(TL> & O(n)

8/43



Exemple

Siga L, = {1"™|m és primer}.
Siga M, la MT que decideix L, fent successives divisions per enters inferiors
fins que trobe un divisor (la divisié en unari és lineal).

TM1 (TL) € O(TL2)

Siga My una MT indeterminista que genera un enter qualsevol, calcula el
residu de la divisi6 i si és zero accepta. Aleshores L, = L(Ms).

Tip(n) € O(n)
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Relaci6 entre classes de complexitats

Per ser les MT deterministes un cas particular de les indeterministes:

Temps(f(n)) S NTemps(f(n))
Espai(f(n)) € NEspai(f(n))

Com que no es pot accedir a més caselles que moviments s'efectuen:

Temps(f(n)) C Espai(f(n))
NTemps(f(n)) € NEspai(f(n))
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Relaci6 entre complexitat determinista i indeterminista

Resulta convenient restringir les complexitats definides a les funcions ano-
menades construibles o de conteig de passos (step-counting).

Una funcié f s'anomena construible si existeix una MT que ar-
riba a una configuracié de parada exactament després de f(n)
moviments per a tota cadena de longitud n.

Les funcions “normals’ sén construibles: n, n*, 2" etc.
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Relaci6 entre complexitat determinista i indeterminista

‘NTemps(f(n)) C Espai(f(n)), si f és construible‘

Si recordem la forma en qué se simula una MT indeterminista, |'espai utilitzat
en les diferents cintes no pot superar el nombre de moviments f(n) (llevat
d'una constant).

Cal també utilitzar una MT que compute f per tal d'avortar branques de
computacié que no accepten o rebujen la cadena en els primers f(n) movi-
ments.
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Relaci6 entre complexitat determinista i indeterminista

Si L € NEspai(f(n)) i f és construible, aleshores

. L € Temps(k/™)
' {L € Espai(kf(n)?)

Si una MT indeterminista accepta una cadena fent servir f(n) caselles, aleshores el nombre maxim de

possibles configuracions que la simulacié determinista hauria de provar estara fitat per una quantitat que

depén en particular de |T'|/().

La fita espacial quadratica (teorema de Savitch) s'obté en implementar un procediment recursiu que com-

prova totes les possibles seqiiencies de configuracions basat en divideix i venceras. Aquest procediment

implica un arbre de recursié de profunditat f(n) (no es poden repetir configuracions) on en cada nivell

s'emmagatzemen configuracions.

Relaci6 entre complexitat determinista i indeterminista
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Tot plegat:

/

Espai(f(n@

7

Temps(f(n))

NTemps(f(n))

Espai(f(n))

NEspai f(n))

Temps(k/

n))
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Les classes P i NP

P = U Temps(n®)
K>1

NP = U NTemps(n")

k>1
De la mateixa manera es definineixen les classes Pespai i N Pespai.
Es compleix que:

P C NP C Pespai = NPespai
Pero,

P =NP?
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Les classes P i NP

e Els problemes en P son resolubles en temps polinomics (tractables).

e Hi ha molts problemes que no s'han pogut resoldre en temps determinista polinomic
perd en canvi tenen una solucié indeterminista polinomica (estan en N'P).

e Intuitivament sén problemes on una MT (o un algorisme) pot “endevinar” la solucié de
manera indeterminista per a després comprovarla (de manera determinista) en temps
polinomic.

e Exemples: Problema del viatjant, de les n-reines, de la motxilla.

e Molts d'aquests problemes es poden formular com a problema de decisié o de mi-
nimitzacié (en funcié de si es demana o no la solucié que cal trobar en qualsevol
cas).
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Reduccié polinomica entre problemes

Diem que un problema P es redueix polindmicament al problema
Q (i s'escriv P =, @) si la solucié en temps polinomic de @
implica la solucié en temps polinomic de P.

Diem que el llenguatge Ly € ¥; es redueix polinomicament al
llenguatge Lo € ¥y (i s'escriu Ly =, Lo) si existeix una funcio
polindmicament computable f : 31 — Y5 de manera que es
complesca que

x€ L1 & f(x) € Ly
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Reduccié polindmica entre problemes

a)L2€732>L1673

Si Ly =, Lo, aleshores
b) Lye NP =L, e NP

a)SiLlijgiLQEP,

T f(I) y

Aleshores L € P perque

z f(z)

b) és igual
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Problemes NP-complets

Siga C una determinada classe de llenguatges.
Un llenguatge L es diu C-dificil (o dificil per a la classe C) si tot llenguatge
de C es redueix polindmicament a L. Es a dir,

L'=,L VL' ecC

Si a més a més, el llenguatge L pertany a C, es diu que L és C-complet.
Que un llenguatge siga N'P-dificil, vol dir que no poden haver en NP llenguatges (poli-
nomicament) més dificils que ell.

Es defineix co-C = {L | L € C}. Es compleix que co-P="P, perd no se sap
si co-NP és o no igual a N'P.
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Problemes NP-complets

NPD
NPC

NP

| SidLePiL e NPC, aleshores P = NP
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Problemes NP-complets

‘ Si L1=,Ly i Ly=, L3 aleshores L1=,Ls. ‘

Nomeés cal composar les dues funcions que transformen cadenes d'un llen-
guatge a un altre.

‘ Si Ly € NPC i L1=,Ls, aleshores L € NPD‘

Si Ly és N'PC sera també N'PD i, per definici, es complira que L=,L;
per a tot llenguatge L de N'P.
Com que L;=,Ls, aleshores

LijQ VL € NP
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Caracteritzacioé de problemes NP-complets

Es L N'P-complet?
e disposar de L, N'P-complet.
e demostrar que L;=,L.

e demostrar que L € N'P.

El problema per aplicar-ho és que cal almenys un primer problema NP-
complet.
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El problema de la satisfactibilitat

Siga un conjunt de variables booleanes. Una clausula és una disjuncié de
literals (variables o negacions de variables).

Una assignacié de valors de veritat és associar el valor cert o fals a cada
variable booleana.

Donat un conjunt de m clausules amb n variables booleanes, existeix
una assignacié de valors de veritat que faca certes les m clausules?

Si la resposta és si, es diu que el conjunt de clausules se satisfa.
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El problema de la satisfactibilitat

x1V Ty
T1V T2V T3
T1VIoV s
se satisfa per als valors de veritat {1,0,1}. En canvi, el conjunt
Ty
1V Ty

:1;1\/51;2

no se satisfa.
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El problema de la satisfactibilitat

El problema de la Satisfactibilitat (Psar)
Dades: Un conjunt C' de m clausules amb n variables.

Enunciat: Se satisfa C7

e Pgar és resoluble: es poden tantejar les 2™ possibles assignacions de veritat.

e Pg,r esta en N'P. Es pot generar una assignacié de valors de veritat de manera
indeterminista i comprovar (en temps n - m) si se satisfa o no.

® no se sap si Pgap esta en P.
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El teorema de Cook

‘PSAT és NP—diﬁcil‘ (Qualsevol problema en N'P es pot reduir a Psar?)

Siga L € NP, i Lgar el llenguatge associat a Pg 7.
L= L(M,)iTy(n)=T(n) € O(n*) per a alguna MT, M.

Suposarem sense pérdua de generalitat M, té una Gnica cinta i que els seus
estats estan numerats de 0 a p de forma que ¢q és I'estat inicial i g, el (anic)
final. Per conveniéncia, numerarem també |'alfabet de cinta de 0 a m |
assignarem al simbol blanc en namero 0. En resum

Q={qw, --,q} I'={m,...,Tn}
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El teorema de Cook

Donada una configuracié d'entrada qualsevol ooy - - -0, la MT arribara a
una configuracié de parada en menys de 7'(n) moviments.
L'espai utilitzat estara també limitat per T'(n):

~T(n) ... -1 0 1 ... n—1 .. T(n)
| [ | ||

Definirem variables booleanes que descriuran el lloc on es troba el capcal en
cada moment (H;;), I'estat actual (Qj¢) i el simbol actual (:S;;).
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El teorema de Cook

e Perai=0,1,...,7(n) |pera]77T(n),...,T(n)

—_

en el i-éssim moviment el capgal es troba
a la j-éssima posicié.
0 si no

e Perai=0,1,...,T(n)iperal=0,.

si en el i-éssim moviment el nou estat és ¢,.
si no

O =

e Perai=0,1,...,T(n), peraj=—-T(n),...,T(n)iperak=0,...,m

1 si en el i-éssim moviment la j-éssima casella
conté el k-éssim simbol, 7.

si no

23/43



El teorema de Cook

Una computacié de M amb oy ..., implica una assignacié de valors de
veritat per a les variables definides perd no al revés.

Quines condicions hauran de complir les assignacions de valors de veritat per
tal que es corresponguen amb una computacié?

e ¢l capcal no pot estar en dues posicions simultaniament.
e només pot haver-hi un anic estat actual.

e ¢l contingut de cada posicié conté un Gnic simbol.
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El teorema de Cook

v H,; vi
H’L] V Hij/ \V/’l:,j,j/ _] < j/

V Qi Vi
Qi V Qi Vi, 0,0 0 <l

VSz‘jk Vi
S V Syw Vi, g kK k<K
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El teorema de Cook

A més a més,
- Inicialment el capcal es troba en la primera posicié: Hy

- L'estat inicial és el 0: Qoo

- Els continguts de les n primeres caselles sén els simbols de w. En la resta de caselles

hi ha blancs.

n

Sote, t=0,....,n—1 8i w="1p - T
Soro VE:t<0,t>n

- Despreés de I'altim moviment s'arriba a I'estat de parada, p.
QT(n)p
- p és un estat de parada. Aleshores @, = Qit1,-

Qiip \% Qi+1,p
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El teorema de Cook

Per altim, cal considerar la relacié entre les variables associades a un instant
7 i a l'instant anterior.
Per cada transicié (qy, 7, D) € 0(qs, T¢):

Hij A Qis N Sijp = Hiy1j1a N Qiyr,s N Sig1jt

+1 siD=—
ond=
—1 si D=«

A més a més, Hi; A Sijy = Sit1,jt
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El teorema de Cook

Equivalentment (per als valors adequats dels indexs),

1. Hi; V Qis V Sijt V Hiy1j44q
2. Hij V Qis V Sijt V Qiyrs
Hi;j V Qis V Sijt V Sit1jv

w

4. Hij V Sijt V Sit1jt

33/43

El teorema de Cook

Definides d'aquesta manera, es compleix:

Si les clausules se satisfan

4

Existeix una assignacié per a les variables

4

Existeix una computacié d'acceptacié per a M amb w

4

La cadena w és acceptada per M.
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El teorema de Cook

El conjunt de definit, £, t¢ O(T(n)?) clausules sobre O(T'(n)?) variables i
es té que:

w e L

w E'lU
My Ll Msar |~

la qual cosa implica segons la definicié que

wég L

LijSAT

i, per tant, Lgar és N'P-dificil.

35/43

El problema del recobriment exacte

Problema del recobriment exacte (Pgg)

Dades: Un conjunt U = {uy, ..., u,}
Un conjunt de m subconjunts de U, § = {S1,...,Sn}.

Enunciat: Existeix un subconjunt C d'elements de S format per
conjunts disjunts la unié dels quals siga U7
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El problema del recobriment exacte

Podem representar una instancia de Prp, (U, S), graficament si pensem en
una matriu les files de la qual siguen els vectors caracteristics dels conjunts
de S. El problema consisteix doncs a seleccionar un conjunt de files que, per

columnes, sumen el vector (1,...,1).
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El problema del recobriment exacte

‘PRE és N'P-dificil (PSAijPRE)‘

Siga F' una instancia qualsevol per al Pgup:

LAV VA,
Ci:/\ilv"'\//\imi

Cg:)\gl\/”-\/)\gm[

cada \j; sera z; 0 T, © = 1.
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El problema del recobriment exacte

construim la instancia (Up, Sp) per al Prg:

UF = {xlv <oy Cly oo o5 COy P11y - - o Plmg s P215 - - apfmg}

variables clausules literals

SF:{‘/17"'aVn7F17"'7Fn7011a"'7C€mg7P117"'7P€mé}

Vi={z:} U{pjr : \jt =73} Clap = e man )
Fi={z} U{pp: Ak =z} P ={pj}

‘SF conté un recobriment exacte de Up <= F és satisfactible ‘
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El problema del recobriment exacte

C recobreix Up =—> F se satisfé‘

Considerem cada clausula ¢, j =1..¢

-contindra un anic dels Cj, = {¢;, pji }-
-pji; es refereix a un literal que haura d'aparéixer en les zones V'
o (exclusiu) F.

e si apareix en I (% no negat), cj se satisfara si x;=cert.
(C no contindra F; pero si (conseqiientment) V;)
e si apareix en V' (77, negat), ¢; se satisfara si z;=fals.
(C no contindra V; pero si (conseqiientment) F;)
Cert siV; €C

L'assignacié x; = satisfara tot F.
(Fals siF,eC 40/43




El problema del recobriment exacte

—> C recobreix Uy

Donada I'assignacié que satisfa F' es construeix un recobriment
comencant per les zones V' i F:

V; € Csi z; = CERT

F; € Csi z; = FALS
Aixo inclou en C alguns pj;, que es refereixen precisament a literals
negats quan la variable és certa i no negats quan es falsa.
Per tant, han d'haver necessariament altres literals per cada clau-
sula que siga cert si F' és satisfactible. Seleccionem per cada una
de les ¢ columnes (zona C') un d'aquests literals {c;, p;;} per cada
J.
Una vegada cobertes les n+ ¢ primeres columnes, es cobreixen les
que (encara) no ho estiguen seleccionant els literals de la zona P
que calguen.

El problema de la motxilla
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Problema de la motxilla (Py0)

Dades: Un conjunt d'enters no negatius, S = {ay,...,a,}
Un enter K.

Enunciat: Existeix un subconjunt P de S tal que Y- a; = K7
a;€P

‘P]WO és NP-dIﬁCIw

Es pot fer una reduccié des de Pgrp ...
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Exemples. El problema k-SAT

El problema k-SAT és una versi6 particular del problema SAT en qué
el nombre de literals en cada clausula és, com a molt, &.

3-SAT =<,SAT | Triviall

SAT =<,3-SAT | Comentari: caldria convertir (en temps polinomic) qualsevol instancia, w,
per al SAT en una altra instancia, ws, (per al 3-SAT) de manera que:

w3 se satisfa < w se satisfa

2-SAT € P| Comentari: només (?) cal trobar un algorisme que resolga el problema

(conteste SI o NO) en temps polinomic. Sempre.
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