La MT com a model computacional

Es tracta d'estudiar els limits del que és computable basant-se en el model

computacional de la MT.
Considerem la MT com un model de computacié que es capac de computar

funcions definides sobre qualsevol domini

f:D—TR

(z) | M | (y)

onxeDiyeR.
fMIF*HF*

és |la funcié de cadena associada a M.
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MT com a MC: exemples

MT que suma dos enters:

Com que la potencia d'una MT no depén de la codificacié utilitzada, es fara
servir en cada cas la més convenient. Codificarem normalment els enters en

unari

Altres exemples: multiplicar, restar, dividir, passar de unari a qualsevol altra
base i al revés, etc.
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Tesi de Church-Turing

Diem que una funcié és (intuitivament) computable si existeix alguna forma metodica i sistematica de
calcular el valor d'aquesta funcié per a tot valor del domini on esta definida.

La idea de la MT captura d'alguna manera aquesta definicié encara que, obviament, no es pot donar cap
demostracié.

Se suposa com a certa |I'anomenada tesi de Church-Turing:

Una funcié és computable si i només si és Turing-computable

Una funcié és Turing-computable si 3 una MT que calcula els seus valors (i
para quan la entrada no pertany al seu domini).
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Funcions Computables. Problemes Resolubles.

Diem que un problema és resoluble si d una funcié computable que déna
la solucid correcta per a tota instancia del problema.

Si ens restringim a problemes de decisié (equivalents a llenguatges) estem
en el cas de funcions de la forma

f. I —40,1}

Aleshores es parla de problemes, funcions o llenguatges decidibles.

Exemple: Problema de I'analisi i funcié caracteristica d'un llenguatge.

Exemple: Donada G, és L(G) buit?
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Semi-decidibilitat

Es diu que un problema (de decisié) és semi-decidible si 3 una MT que
dona la resposta correcta quan és afirmativa pero que pot no parar quan és

S|

negativa.
/

z[M

A nivell de llenguatges es té que

semi-decidible = r.e.
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Semi-decidibilitat

Exemple:
L, = {w;|lw; € L(M;)}
1 siwé€ L,

flw) =
0 siwé¢lL,

La funcié f és xy,, la funcié caracteristica de L,.

f i L, son semi-decidibles.
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Indecidibilitat

Es obvi que existeixen problemes irresolubles (indecidibles) com calcular la
funcié xz, (o xr,)-

L'objectiu ara és donar un exemple de problema irresoluble no lligat (direc-
tament) a un llenguatge no recursiu.

El problema de la parada (Pp)
Donada una MT, M, i una cadena, w, jParara M amb w com a cadena

d’entrada?

b;a,— JANWANR=S
1 3 &y @ Y}
@ S
a;a,— 0,0,—

AN, TN
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El Pp és indecidible

La demostracio és per reduccié a I'absurd i fa (s del fet que L, és indecidible.

Suposem que el Pp és decidible, aleshores
(la maquina M amb entrada w arriba a una

(M, w) configuraci6 de Parada)
Si IMp es pot fer Iygeg(ggn%ac:soﬁ(s)ﬁtur&:ril (MT que sempre para) que anomenarem M.
SI
//
e Calcular k tal que w = wy, dins de ¥* = {w; }2;
e Trobar (M) dins del conjunt {M;}2°,.
g Q) [ M) P
o M k) [y, T~ wy ¢ L(M), parar
T~ NoO: parar
T~ NO

Aixi definida, es té que L(M') = Ly = Lq € L,..! IMPOSSIBLE.
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El Pp és indecidible fins i tot sense L,!

Suposem que IMp, i definim la construccié M’

Sl

: o e 7
(M, M) e SI: — entrar en bucle infinit!
) MP

(M) T~ NO: parar

M’ sera potser absurda pero esta perfectament definida i funcionara (parant o no) amb qualsevol entrada
de la forma (M).

Per definicié, M’ PARA amb (M) < M NO PARA amb (M) |VM!!|. Aleshores si fem
S
oy

tenim que passe el que passe entrem en contradiccio!
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Reduccié entre problemes

Un problema P es redueix al problema () si
e resoldre P es redueix (consisteix) a resoldre ().
e la solucié de () implica la solucié de P.
e () resoluble = P resoluble.
e P irresoluble = () irresoluble.

Ho escrivim com a P < Q).

Si P=QiQ = P aleshores es diu que P i () sén equivalents (P =< Q).
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El Problema de la cinta en blanc

El problema de la cinta en blanc (Px)

Donada una MT, M, jParara M quan comence amb la cinta en blanc?

o P\ <X Pp?

Si, perque si existira la MT Mp que resol Pp només caldria fer

Sl
<M78> MP/
—~ NO

per saber si qualsevol M para o no amb la cinta en blanc.

o Pp <X Pp\? Ara no és tan senzill!
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Si, si, pero... Pp = PA!?

Cal demostrar que la solucié de Px implica la de Pp.
O siga, suposant la existencia de la MT Ma que resol el Pn s'ha de conseguir solucionar el Pp per a
qualsevol entrada de la forma (M, w).

Siga la MT M, e Escriu w en una cinta. 3l

e Simula la MT M amb entrada w.

e Si la simulacié para, *

Aquesta MT sé6n en realitat moltes MT (tantes com possibles parelles (M, w)). Cada, M., esta ben
definida i per tant existeix la seua codificacid.

El Pp es pot resoldre doncs VM, w fent
o /
(Mipg ) - SI: My, PARA = M PARA amb w.

M
" NO: M],,,, NO PARA —> M NO PARA amb w.

Aleshores, Pp =< P i, per tant P és |indecidible| (per ser-ho Pp)
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El Problema Universal

El problema universal (FPy)
Donada una MT, M, i una cadena, w, j w € M?

Llenguatge associat a Py: Ly = {(M,w)|w € L(M)}
e Es obvi que Py < Pp. (sabent que una MT para, es pot fer una simulacid)

o Pp < P;?

es pot demostrar de dues formes ... EXERCICI

. el Py és|indecidible
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En realitat P; només és semi-decidible

i Existeix una MT My que, donade qualssevol M i w conteste S| quan
w € L(M)? (quan w ¢ L(M) ens déna igual el que faca la MT)

S

<M, w> MU 7

Aquesta MT és (en aquest cas) exactament la MT universal que simula
qualsevol M amb qualsevol cadena d’entrada.

Com que M existeix, Py és |[semi-decidible|.

O, el que és el mateix, L és r.e. i no recursiu.

També sén semi-decidibles Pp i Pa (es poden fer raonaments similars).
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El teorema de Rice

Qualsevol propietat (no trivial) per als llenguatges r.e. és indecidible

Es a dir, no es pot construir una MT que, donat qualsevol L r.e., conteste
si L compleix la propietat o no.

e Propietat: predicat associat a un llenguatge. Queda caracteritzada pel
conjunt de llenguatges que la compleixen, P C 2>,
e Una propietat P és trivial si P = () o si P = L (familia considerada).

e “donat L" significa que es té una descripcié finita de L (normalment
la codificacié de la MT que I'accepta) que és I'entrada a una MT.
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El teorema de Rice. Enunciat

SigaPC L., P#0DiP #L,., aleshores Pés mdzcgl%e.

_

Demostracio: Suposem que existeix (M) Mp
L¢P
suposem que () & P (altrament considerem P) i siga Ly = L(M,) € P.

Considerem la MT M, v

- Escriure (M, w) en la cinta d'entrada de M, i fer la simulacié

e

- Si s’arriba a una configuracié d’acceptacié:

S
= a7

‘ 8

T 1
M w
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El teorema de Rice. Enunciat

Segons aquesta descripcidé es compleix que
Ly siwe L(M)
L(MZM,U)>) -
0 siwé¢ L(M)
Per tant, si anomenem M; la MT que calcula My, a partir de (M, w) es
té que

{L<M/M’w>) ceP =
(M ,w) WM{MM\E( L(M/M,w>> = L0:>w c L(M)
f P
L(M/M,w>) g P=
L<M/M,w>> =0 =w¢& L(M)
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El problema de la correspondencia de Post

Anomenem sistema de correspondéncia de Post (SCP) dues seqiiencies
de k cadenes de X7,

A={uy,...,ux}t, B=Hv,..., v}
Es diu que un SCP té solucid si existeix una seqiiencia d'indexs, i1, ..., %,
(m > 1) tal que
Wiy Wiy =+ = Wi, = Viy Uiy * =~ Uy,
Per exemple, el SCP format per A = {a, abaaa,ab} i B = {aaa, ab,b} té
una solucié que ve donada per la seqiiencia (2,1, 1, 3).

abaaa - a - a - ab = usuiuius = VovVIV3 = ab - aaa - aaa - b
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El problema de la correspondéncia de Post

Un SCP graficament,

g

U9

U1

(%)

L'exemple anterior i la seua solucid:

1

2

Uk

Vg

a abaaa | | ab
aaa || ab || b
9 1 1 3
abaaa al a |ab
ab aaa | aaa| b

El problema de la correspondeéncia de Post
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Un altre exemple sense solucié:

1 2 3
ab | | baa | | aba
aba [ | aa | | baa
1 3 3
ab | aba |aba
aba | baa | baa
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El problema de la correspondéncia de Post

Problema de la correspondéncia de Post (FPgop)
Dades: Un SCP, {uq,...u}, {vi, ... v}

Enunciat: Existeix una solucié per al SCP de la forma

il,...im (mz 1)7

El problema de la correspondencia de Post
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Problema de la correspondencia de Post modificat
(Porar)

Dades: Un SCP, {uy,...ux}, {v,... o5}

Enunciat: Existeix solucié per al SCP de la forma

1,22,Zm (mZ 1)?
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El Pop és equivalent al Popy,

FPop = Popuy

més facil
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El Problema de Post és indecidible

La demostracidé consisteix en fer | Pp < Popy

A partir de qualsevol MT M i qualsevol cadena w, construirem un SCP,

Sirw de tal manera que

(M,w)

<SM,w>

My

M para amb w
Mcgpym
M NO para amb w
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SCP corresponent a M 1 w

1 2
$ $ o
i I.
$Sqw$ || $ ‘o v
. o
si  d(q,0) = (p,7,—), Zp'
si  4(q,0) = (p,7,¢), ;gi vy erl.
q%
si 0(¢,8) = (p,7,—), p—l
si (¢, 8) = (p.7¢), %ﬁ vy eT.
oqr | | oq$ | | $q7 | | ¢3$
P R A Vge F, Vo, 7 €T.
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Equivalencia entre computacions i solucions del SCP

$

d101 09

.Ok $

$Q10’10’2 . O'k$

(<=2

$

$C]10’10’2 .. O'k$

qw$

n—-19i, 4 Bn—l$

%’n$

<L

qw$

041%151$ )

anQin6n$ :

Qin$

iS5
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Problemes sobre gramatiques

Problema de la interseccié buida, P;p

Dades:
Dues gramatiques incontextuals, G4 = (3, Ny, P4, S4) |
GB — <27N37PB7SB>-

Enunciat: L(G4) N L(Gp) =07
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Problemes sobre gramatiques

Fep =X Prp
Siga A ={uy,...,up} i B={vy,...,v;} un SCP qualsevol sobre ¥.. (que
voldrem resoldre), i siga A = {ay,...,a;}, XN A = (). Definim

Gyg= <{SA},Z UA, Sy, {SA — uisAai|uiai, 1=1,... k}>

GB = <{SB},2 U A,SB, {SB — ’UiSBCLZ"UZ'CLZ', 1= 1, 50¢ k}>

L(G4) (o L(Gp)) esta format per seqiiencies de “blocs” de A (o B) seguides per la

mateixa sequéncia invertida de simbols corresponents de A. Aleshores,
Fit, . i Jo € L(G4) N L(GE) A

WUy« v o Uy = Vg - Uy, T = Uiy - U, Qjy - - Gy = Vg v VG, Qg v v Qg

Com que Pop és indecidible, P;p tambél!
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Problemes sobre gramatiques

Problema de la ambigiiitat d’una gramatica, P,
Dades: Una gramatiqua incontextual, G4 = (3, Ny, P, Sa).

Enunciat: Es G4 ambigua?
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Problemes sobre gramatiques

Pep = Pac
Siga A ={uy,...,up} i B={vy,...,v;} un SCP qualsevol sobre ¥.. (que
voldrem resoldre), i siga A = {ay,...,a;}, XN A = (. Definim
G=({5,54,5},2UA,S, P) on P és

oS — SA|SB

° SA — UZ‘SACLZ'|’LLZ'CL1', 1= 1, .. k.

° SB — UZ‘SBCLZ'|1}Z'CL¢, 1= 1, ... k.

Aleshores S=854 & wy= Uy U+ = Ui W, o Ay

S=S = wp = Uy, Uiy * * * Vi Qi * * Qi

GG ambigua <= Jwy = wp <= (A, B) té solucié.
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El llenguatge de les computacions d’'una MT

Donada M = (Q, >, 1,0, qo, A\, F'), una computacié

QoW bor X131 - - - tar Ty

on z; € ["QI'" i w € X* s'anomena valida si x,, és una configuracié
d'acceptacié (i de parada).
Codifiquem les computacions com a cadenes sobre I' U Q U {$}:

qow$zy '$we$23t - - - $2,8
definim el llenguatge de les computacions valides de M com a:

Ly, ={{c) e TUQU{S$})" | ¢ és valida}
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El llenguatge de les computacions d’'una MT

Teorema: LY, és co-incontextual

Demostrarem que LY, = LiNLoaN L3N LyN Ls, on els L; sén incontextuals.

(L%, = L U--- U Ly, unié d’incontextuals)
— (T*QI™$)", regular, L, regular = incontextual
Lo = qo>*$A*, idem
Ly = A'T*FT*$, idem
={z=y0S0S Sk | yartwr vaihr, €=0,1,... 5]}
= {z =SS Sur | vara b7 y2er2, £=0,1,..., 552}
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El llenguatge de les computacions d’'una MT

Es incontextual L,?

Dues configuracions consecutives 1o/ i yo711 han de complir:

!/
01°°0j-10;04 Ojt2- -0y
o . / /
SR si 4(q,0541) = (¢, 0", =)
01°++0j-1 04041 Ojta---0¢ 1
—_———

/ /
01°°0j-1490;0 0ji2- -0y
N——

si 5((1, Uj—i—l) - (qla OJ: %)
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El llenguatge de les computacions d’'una MT

Automat amb pila indeterminista que accepta L,

a1

4q;

ay/oy

qn
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El llenguatge de les computacions d’'una MT

qvo' sid(gi,0)= (¢, 0, <)

Ay =

]

vo'q sid(q,0) = (¢, 0", —)

qvo' sid(q, )= (¢, 0, )

B, =

7

vo'qd sid(q, D) = (¢, 0, —)
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Es incontextual Lj,?

Sabem que és coincontextual. En principi, podria ser-ho o no.

Teorema: L}, incontextual

< L(M) és finit

La demostracié fa s d'una generalitzacié del lema del bombament per als

incontextuals.

Es requereix, a més a més, que M efectue sempre almenys 3 moviments (no

suposara perdua de generalitat).

En resum LY, no és incontextual (llevat del cas trivial)!
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Més problemes: Es L(G) incontextual?

Peor: Es incontextual el complementari d'un incontextual?

L(G) incontextual

(G, CI

/
— L(G) no incontextual

Donada M construim G’ tal que Ly, = L(G’) i aleshores

Y incontextual = L§, finit = L(M) finit

(G Mol
— LY, no incontextual = L(M) infinit

L(M) finit és indecidible (T. Rice) = Py indecidible

37/39

Més problemes: Es G trivial?

Problema de la gramatica genera-tot, Por
Dades: Una gramatica incontextual, G = (X, N, P, S).
Enunciat: L(G) = X* 7

, =X = L(M)=0
M G L
ity y R Chlyy -

Ly #% = L(M)#0
Donada una MT M es podria calcular la G’ que genera les computacions
no valides. M7 ens diria aleshores si n'hi ha alguna valida o no, la qual

cosa és equivalent a saber si L(M) és buit.
Com que L(M) = () és indecidible pel teorema de Rice, també ho sera Pgr.
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Més problemes: Soén iguals dos llenguatges incontextuals?

P:Z L(Gl) = L(G2)7

Si féra resoluble, existiria la MT:

Si Gp = <VT, Vi, {S — CLS|€ :

(G1,G2) [N

Donada qualsevol altra G podriem fer:

Per tant, Por <X P-.

e was

P_ és indecidible per ser-ho Pgr.

a € Vr}, S), aleshores L(Gr) = V™.
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