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Incontextuals?

Gramatiques independents del context o també de context lliure
(tipus 2 en la jerarquia de Chomsky). Les anomenarem incontex-
tuals per fer-ho curt.

Atencid: en el context de les gramatiques contextuals i incontextuals
contextual no s'oposa a incontextual. Per tant, contextual, no contextual,
incontextual i no incontextual seran coses diferents.

Que lio, no?

Definicio: Gramatiques amb produccions de la forma:

Simbol—qualsevol cosa
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Pero, per que?

Perque hi ha coses més enlla del mon

e cadenes amb algun tipus de paréntesis.

e cadenes amb algun factor repetit.

e cadenes que requeresquen algun tipus de comptatge.

e cadenes amb algun tipus d'estructura.

La majoria d'aquestes coses es poden modelitzar
gramatiques incontextuals

mijantcant
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Alguns exemples

Un vell conegut: {a"b"|n > 0} S — aSble

S = aSbh = aaSbb = --- = a*SvF = oFbvF

Aquesta gramatica és de les incontextuals més senzilles. S’anomenen
(un dnic no terminal a la dreta).

Un exemple més interessant: S — S+ Ala A — S+ Ala

S=S+A=8+S+A= ---S+A+---+A = a+a+ --+a

Expressions aritmetiques amb un unic operador.
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Cadenes “arborescents’”?

En permetre més d'un simbol no terminal en les formes sentencials
estem donant una estructura a les cadenes generades.

S=S+A=8+A+A = a+a-+a

Aquesta estructura implica una certa in-
terpretacio de la cadena.

- 4+ — W
* —
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Arbres de derivacio

® A tota derivacid li correspon un dnic arbre de derivacié (no al revés)

® Una manera de representar un arbre de derivacié (i totes les derivacions que li
corresponen) és mijant¢cant la derivacié més a I'esquerra (o dreta) o derivacié
on les produccions s'apliquen primer als no terminals més a |'esquerra (o dreta).

® Un arbre de derivacidé representa una posible interpretacidé d'una cadena

e Es possible associar a una mateixa cadena més d'una interpretacio
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Ambiguitat

Gramatica ambigua: si pot generar alguna cadena amb més d'una
interpretacié (la de I'exemple anterior és ambigua.)

e Vol dir aix0 que no podem interpretar univocament expres-
sions aritmetiques?

No, perque pot haver una gramatica equivalent que no siga ambigua.

S — a-+ Sla
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Gramatiques inherentment ambigues

G. inherentment ambigiies gramatiques per a les quals no existei-
xen gramatiques equivalents no ambigues.

Els corresponentes llenguatges s’anomenen llenguatges ambigus.

Per cert, el llenguatge anterior no només no era ambigu siné que
tampoc no era no regular!
O siga, que era regular: a(+4a)*

Moral: La estructura (interpretacié) la imposa la gramatica, no el
llenguatge.

TALF (4. Gramatiques incontextuals i automats amb pila) 8



Llenguatges incontextuals 15 de gener de 2003

Si pero... algun llenguatge ambigu?
Bé, doncs, jo ...
La veritat és que sén un poc rarets.

En fi, un relativament senzill és:

{a'bcFli=4Vvj=k)}

Exercici: trobar gramatiques equivalents i comprovar que totes sén
ambigues

(Les demostracions d'ambigiliitat de llenguatges sén molt comple-
xes.)

TALF (4. Gramatiques incontextuals i automats amb pila) 9



Llenguatges incontextuals 15 de gener de 2003

Un exemple interessant i practic

S — iS|iSeS|a
S S S
ya N / \
i S S € S S1
/ RN / N | 4 h
i S e S ? S a l S
\ \ \
a a a So
s/ ‘ N
i 5/2 e 5
La gramatica no ambigua equivalent és: a a

S — Sl‘SQ
Sl — ’iS|’iSQ€Sl
Sy — 152eS55|a
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Manipulacié de gramatiques

e Les produccions de les gramatiques es poden manipular sense que
canvie el llenguatge generat.

Les modificacions basiques més importants sén:

substitucio d'un no terminal per les corresponents parts dretes.

factoritzacio: substitucié d'un factor comu en diverses parts dretes
per un nou no terminal.

inversio de bucles: bucles d'esquerres a dretes i de dretes a esquer-
res.

Aplicacions: eliminacié de regles nul-les, eliminacié de regles de
redenominacid, eliminacidé de recursivitat a esquerres.
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Gramatiques ben formades

Simbol productiu: si a partir d’ell es pot arribar a una cadena de
terminals

Simbol abastable: si a partir de I'axioma es pot arribar a una forma
sentencial que el continga

Si un simbol no es productiu o no és abastable es pot eliminar.

Gramatica ben formada: Només amb simbols productius i abas-
tables, sense regles nul-les ni de redenominacié.
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Simbols productius

A és productiu si Jw € Vy* tal que 4 = w

e siA—wePiweVy” = A és productiu (trivial).

e Siga Vp un conjunt de simbols productius:

siA—xzePixe(VrUVp)" = A és productiu.

Es poden calcular els simbols productius comprovant les parts dretes
de les produccions de la gramatica.
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Simbols abastables

X és abastable si 3o, 3 € V* tal que s = aXg

e siS—aXpeP = X és abastable (trivial).
e Siga A € Vv un simbol abastable:

siA— aXB€eP — X és abastable.

Es poden calcular els simbols abastables a partir de les parts dretes
de les produccions de la gramatica.
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Eliminacio de bucles a esquerres

Una regla recursiva a esquerres és en realitat un conjunt de produc-
cions de la forma:

A — Aoq|- - |Aan|Bi] -+ |Bm

O, en forma compacta:

A—>AB‘C

on B — aq|--|an i C— Bi]--|Bm.
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[Eliminacié de bucles a esquerres]

La regla A — AB|C, déna lloc a derivacions de la forma:

A = CBYE>0

| és equivalent a les produccions:

A— C|CD
D — BDl|e
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Forma Normal de Chomsky (FNC)

Una gramatica esta en Forma Normal de Chomsky (FNC) si totes
les seues produccions sén de la forma

A— BCoA—a

Conseqtuiencia: Tots els arbres de derivacié sén binaris

Teorema: Tota gramatica incontextual es pot posar en FNC (N'e-
xisteix una equivalent en FNC)
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Obtencié d’una gramatica en FNC

Sempre es poden eliminar els simbols terminals intercalats en les
parts dretes de les produccions introduint nous no terminals A, per
cada simbol terminal a.

Una vegada G no té terminals intercalats, les produccions de la
forma A — B1By... B} es poden descomposar en:

A — 3101
Cl — BQCQ

Ck—2 — Bi_1DByg

amb la qual cosa s'obté una gramatica en FNC.
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Forma Normal de Greibach (FNG)

Una gramatica esta en FNG si totes les seues produccions sén de la
forma
A — ary, per a qualsevol v € V™.

Consequencia Tota produccidé introdueix un nou terminal en la
forma sentencial corresponent. Les derivacions més a |'esquerra
sén sempre de la forma:

S = ay---a,A;---A,,

Teorema: Tota gramatica incontextual es pot posar en FNG.
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Obtencié d’una gramatica en FNG

Suposem G ben formada sense terminals intercalats i sense recursi-
vitats a esquerres.

pas 1: Obtencié d'una gramatica ordenada.
Siga Ay, ..., Ay una ordenacié qualsevol de Vy = {A;}F_,.

GG esta ordenada si totes les produccions sén de la forma A; — A~y
amb i < j (o A; — avy) per a qualsevol ~.

Raonament inductiu: Si les produccions associades a Aq,..., A;
estan ordenades, podem ordenar les produccions associades a
A;y1 substituint el primer no terminal de la part dreta en el
cas que siga menor. Si féra igual, eliminariem la recursivitat a
esquerres.

Cas base: Les produccions associades a A1 sempre estan ordenades.
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[Obtencié d’una gramatica en FNG]

pas 2: Obtencié d'una gramatica en FNG a partir d'una ordenada.

Raonament inductiu: Si les produccions associades a A;, ..., Ag
estan en FNG, podem convertir les de A;_1 a FNG substituint el
primer no terminal de la part dreta.

Cas base: les produccions associades a Aj, sempre estan en FNG.

Les produccions associades a no terminals resultat d'eliminar re-
cursivitats a esquerres es poden convertir a FNG de la mateixa
manera.
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Exemple (FNC)

S — S+ S5|(5)|a
Introduim els nous simbols M, O i T" i obtenim

S — SMS|OST|a
M— 4+, 0 — (, T—>)

Si descomposem les dues primeres produccions:

S — SA|OBla
A—MS B— ST
M — + O—>( T—>)

que esta en FNC.
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Exemple (FNG, pas 1)

Numerem ara els no terminals de la gramatica anterior:

Sl — 51A2|O5Bg‘a
Ag— M4S1  Bs— 51716
My—+ Os — ( Ts—)

|, sense recursivitat a esquerres:

Sl — 0533P‘CLP‘O5B3|CL

P — A2P|A2
A2—>M451 Bg—>SlT6
M4—>+ 05—>( T6—>)
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[Exemple (FNG, pas 1)]

L"tnica produccié no ordenada és B3 — S17T5.
que és equivalent a By — O5B3PTg|aPTs|O5B3Ts|aTs

En conjunt:
1) Sl — 0533P‘O5B3
A2—>M451 Bg — O5ngT6|O5BgT6
2) P — A2P|A2

3) Sl—>CLP‘CL B3 — aPT6|aT6
M4—>—|— 05—>( TG%)

TALF (4. Gramatiques incontextuals i automats amb pila) 24



Llenguatges incontextuals 15 de gener de 2003

Exemple (FNG, pas 2)

Sl — (BgP|(B3
Considerant les produccions del primer grup: A2 — +51
B3 — (BgPT6|(B3T6

i les del segon grup: P — +S51P| + 5;.

Sl — (B3P|(Bg

AQ — ‘|‘Sl

Bg — (BgPT(;’(BgT(;

El resultat global és: | P — +S1P| + 54

S1 — aPla

Bg — CLPT@‘CLT(;

My — + Oy — ( T — )

que esta en FNG.

TALF (4. Gramatiques incontextuals i automats amb pila) 25



Llenguatges incontextuals 15 de gener de 2003

Automats amb pila

e Anem a estendre el concepte d'automat finit per tal d'acceptar
llenguatges més generals.

e Afegim una pila de simbols especials a I'automat finit.
e Una pila permet emmagatzemar una quantitat de simbols.

e Entre d’'altres coses amb una pila es pot comptar i emmagatzemar
parts de la cadena d’'entrada.
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Una pila?

e Una pila es pot veure com un dispositiu abstracte que permet
emmagatzemar simbols i extraure’'n de manera que el simbol que
s'extrau és |'Gltim que s'ha afegit.

e Com a tipus abstracte de dades, la pila ve donada per un conjunt
d'operacions que han de complir una serie d'equacions.

e Com a estructura, la pila es pot implementar de moltes maneres
per tal que complesca les especificacions corresponents.

e Per a nosaltres, una pila és una cadena de simbols sobre la qual
es fa una dnica operacio.
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Pila de simbols

Donada la pila| ABCDE |i la cadena XY Z, |'inica operacié que
considerem consisteix a substituir el “cap” o “cim” de la pila (A en

aquest cas) per la cadena XY Z. El resultat és| XYZBCDE |.

Important: |'operacié no esta definida si la pila esta buidal

Casos particulars:

Apilar un simbol X: cadena XA

Desapilar un simbol: cadena ¢

TALF (4. Gramatiques incontextuals i automats amb pila) 28



Llenguatges incontextuals 15 de gener de 2003

Automat amb pila informalment

L"Gnica cosa que cal afegir a un automat finit és un alfabet de pila i
modificar la funcié de transicié per tal que incloga la operacié sobre
la pila.

Inicialment, se suposara que la pila conté un simbol de pila especial
que anomenarem inicial.

Ara, el comportament de |'automat dependra també del simbol al
cim de la pila (a banda de I'estat actual i del simbol a I'entrada).
Per tant,

0:QxYUxI —QxI
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Automat amb pila: definicio
Un automat amb pila, A = (Q, 3,1, 6, qo, Zo, F)

e () és un conjunt finit d'estats.

e > és l'alfabet d'entrada.

e I' és I'alfabet de pila (X NT = 0).

e o € (Q és l'estat inicial.

e §:Qx (ZU{e}) xI — 297" &5 |a funcié de transicid.
o Zyc I és el simbol de pila inicial.

e I C (@ és el (sub)conjunt d'estats finals o d'acceptacié.
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Exemple

Les transicions sén ara de la forma §(q,a, X) = (p, a).

0,Z0/AZo
0,A/AA 1,A/e
1,A/e

e,20/€
() —(2)—(®)

(OvZO) (O7A) (1720) (17A) (8720)
- (g1, AZo) | (q1, AA) (g2, €)

q2 (92,¢) | (g3,¢)

(&)
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Com funciona?

0,Z0/AZg
0,A/AA 1,A/e
1,A/e

e,20/€
(0 —(a)— (1)
Inicialment, la pila conté Z;, i per cada simbol 0 s'apila un simbol
A.

A continuacid, per cada simbol 1, es desapila una A.

L'automat només passa a l'estat g3 si Z; torna a estar al cim de la
pila.
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Descripcio instantania

La configuracié o descripcié instantania d'un automat amb pila ve
donada per |'estat actual, la cadena pendent de lectura i el contingut

de la pila: (q,x,7).

Els canvis de configuracié seran:

(g, az, Z7) = (p,x, o)

si i només si (p,a) € d(q,a,”)

L'exemple anterior:
(OOll,ql,Zo) - (Oll,ql,AZ()) - (11,(]1,AAZ()) - (1,QQ,AZ()) -
(87 q2, ZO) = (67 g3, 8)
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Automats amb pila deterministes

Els automats amb pila es defineixen de la forma més general (inde-
terministes i amb transicions buides).

Com sén els automats amb pila deterministes? Es determinista el
de I'exemple anterior?

definicid intuitiva: un automat és determinista si en tot moment
la configuracié seguent es pot deduir de forma univoca a partir
de la configuracié actual i la seua descripcid.

Conclusié: les transicions buides no sempre impliquen indeterminis-
me!
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Automats amb pila deterministes. Definicio

Direm que un automat amb pila és determinista si per a tot estat
g i simbol de pila A es compleix

1. [0(q,x,A)| <1 peratotxeXU/{e}.

2. 6(q,z,A) =0 Vr e, sidqe, A) #£D.

L'automat de |'exemple anterior és determinista.
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Llenguatge(s) acceptat(s)

|'addicié de la pila obre la possibilitat a fer la servir per decidir
I'acceptacié o no de cadenes (a banda dels estats finals).

Criteri de pila nul-la: Una cadena és acceptada si en llegir tots els
seus simbols ['automat buida la pila.

LN(A) — {CE S Z*‘(quyz()) = (p7€75)p € Q}

Criteri d’estat final: Una cadena és acceptada si en llegir tots els
seus simbols ['automat arriba a un estat final.

Lp(A)={z € ¥*|(qo,x, Zo) F (p,e,y) A\pE F, vy €T}

En I'exemple anterior Ly(A) = Lp(A) ={0"1"|n > 1}
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Un altre exemple

1,A/e
e,Zo/e

_)
=~ <~

O,Zo/AZO 1,A/€
0,A/JAA  e,Zy/e

Ln(A) ={0"1"n >0}
Lp(A)={0"1"n >0, n>m}
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De Ly a Ly

Donat A = (Q, X, T, 9, qo, Zo, F'), es pot trobar A’ tal que Lp(A) =
Ln(A).

A" =(Q U {po, 7}, %, I U {Yo},d", po, Yo, 0)

L. 5/(p07€7Y0) — {(QO7ZOYO)}-
2. 0'(q,a,X) =6(q,0a,X), Vg€ Q,a € LU{e}, X €T.
3. (q,e,X) =0(q,e, X)U{(r,e)}, Vge F, X €T.

4. §'(r,e, X) =A{(r,e)}, VX e T U{Yy}.
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De Ly a Lg

Donat A = (Q, X, T, 9, qo, Zo, F'), es pot trobar A" tal que Ly(A) =
Lr(A).

A= <Q U {p07 T}a 27 'y {Y0}7 5/7]907 Y07 {T}>

1. 5/(p0,€,Y0) = {(QO,Z()Y())}.

2. 0'(q,a,X) =6(q,0a,X), Vg€ Q,a € LU{e}, X €T.

3. §(q,e,Yp) ={(r,e)}, Vq € Q.
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Exemple

1,A/e 1,A/e e,Zy/Zy

,Zo/ ‘ O/ZOY € ZO/ 8 A/A
0,Z0/AZy 1,A/e O,ZO/AZO 1,A/5 8,A/6
O,A/AA €,Zo/€ O,A/AA 6,20/8 5,20/5
e,Yp/e

Lrp(A) =Ln(A) ={0"1"n >0, n > m}
1 A/§7YO/€

o/Zo 8 40/ 8 Yo/€
—>

O,Zo/AZO 1,A/8
0,A/AA €,Zy/¢
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Automats deterministes

Altre automat que accepta {0™1™|n > 0} buidant la pila:

0,20/AZq
0,A/AA 1,A/e
1,A/e =~ _e,Zy/e

() () —(®)

e,20/€

Es possible trobar-ne un d’'equivalent que siga determinista?

No, perque si I'automat ha de buidar la pila amb £ com a entrada
| és determinista, sempre buidara la pila sense llegir simbols i no
podra acceptar res més.
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Llenguatges acceptats per AP deterministes

Més general, un automat amb pila determinista no pot acceptar
(mijantcant el criteri de pila buida) una cadena i un prefix d’aquesta
simultaniament.

(si buida la pila per al prefix, no podra llegir cap simbol més enlla)

Els automats amb pila que buiden la pila no poden acceptar
llenguatges que complesquen la propietat de prefix. (Llen-
guatges que contenen algun parell de cadenes i una és prefix
de I'altra).

Aquesta limitacié desapareix si acceptem per estat final.
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Llenguatges acceptats per AP deterministes

Existeixen llenguatges incontextuals que no son acceptats per
automats amb pila deterministes.

O,Ao/s
1,Aq/e

0,Zo/AoZo 1,Zo/A1Zg Z0/€ 0, Ag/e
0, Ag/AoAop 1,A0/A1A¢ 1,Aq1/e

0,A1/AgA1 1,A1/A14A, e,Zp/e

L = {ww w e {0,1}"}
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Llenguatges acceptats per AP

Podem classificar els diferents tipus de llenguatges que accepten els

automats amb pila.

@ ~

EAPDN

N J

Lapp

~
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Automat equivalent a una gramatica

Donada una gramatica en FNG, es pot construir un automat amb
pila equivalent.

Siga G = (Vp,Vn,S,P), amb produccions de la forma A —
aBi---B,,.

L'automat equivalent conté transicions de la forma (¢, B1 -+ - By,) €
d(q,a,A).

Cada derivacié de la forma:

1 xpAX1- X, = x1---x10aB1---B,, - X1---A
es correspon amb el canvi de configuracions:
(¢, a0, AXy -+ Xg)— (g, 0, B+ By - X1+ -+ Ay)
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Exemple

S — S+ S5|(5)|a

(,S/SPA +,A/SA
la) a,S/A +,A/S
¢ (,S/SP ), PJe
a,S/e
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Gramatica equivalent a un automat

Donat un automat amb pila A = (Q,%, 1,6, qo, Zo, F') definim
(pXq] com el conjunt de cadenes que fa passar A de p a q i
consumeix X del cim de la pila.

pXq] ={w € *|(p,w, Xv) (¢,7), ¥y € T}

Es compleix que
Ln(A) = U [90Z0p]

peQ
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[Gramatica equivalent a un automat]

Els conjunts [pX¢q| es poden definir inductivament a partir de les
transicions de A.

si (q,¢) € 0(p,a, X) aleshores a € [pXq]

)

TALF (4. Gramatiques incontextuals i automats amb pila) 48



Llenguatges incontextuals

15 de gener de 2003

[Gramatica equivalent a un automat]

si (q,Y) € 6(p,a, X) aleshores {a} - [qYr] C [pXr]

X

Y

Dt
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[Gramatica equivalent a un automat]

si (q,YZ) € §(p,a,X) aleshores {a} - |qYr1]-[r1Zrs] C [pXra)

Y
X Z Z

PR
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Regla general:

si (q,Y1---Y) € 6(p,a, X) aleshores {a} - [qY1r1] - [r1Yars] -+ [rk_1Yrrk] C [pX7k]

Ln(A) = U, eqla0Zop)

Aquestes dues regles es poden convertir directament en produccions:

S — [q0Z0qo]|[a0Z0q1]] - - - |90 Z0Gn]

pXri] — algYiri||riYers] - - [re_1Yere] Vri,...rmp € Q
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b,A/e
~(P—(0
g ~
a,Z/AZ  b,AJe

a,AJAA €,7Z]¢
a,A/A
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Propietats dels incontextuals

e Condicid necessaria per a la incontextualitat.
e Propietats de clausura.

e Propietats de decisié (analisi).
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Lema del bombament per a incontextuals

Si un llenguatge és incontextual, cadenes suficientment llargues han
de contindre certes subcadenes (amb alguna caracteristica) que es
puguen “bombar” d'alguna manera.

27
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[Lema del bombament per a incontextuals]

Imaginem una gramatica en FNC i una cadena suficientment llarga
del llenguatge que genera.
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Lema del bombament. Enunciat

Si L € L; aleshores dn € IIN de manera que Vz € L, |z| > n es
compleix que

e dz = wvwaxy (factoritzacié de z) : |vwx| < n A |vx| > 1

o wlwx'ly € L, Vi >0
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Propietats de clausura

e Unid

e Concatenacio

e (Clausura de Kleen

e Substitucions (i homomorfismes)
e Homomorfismes inversos

e Interseccié amb regulars

e Quocient amb regulars
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Propietats de decisio

Es poden comprovar metodicament les seguents propietats d'una
gramatica incontextual:

o L(G)=107?
o |[L(G)| < o0?

e v € L(G)? (eficientment?)
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El problema de I'analisi (parsing)
Donada una cadena z i una gramatica G cal:
e comprovar si x € L(G)

e construir I'arbre de derivacid de 2 en G

Existeix un algorisme de programacié dinamica que resol el problema
en temps O(n?) i espai O(n?).
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Analisi eficient
Hi ha dues maneres de construir directament |'arbre:

e Analisi descendent
e Analisi ascendent

El problema és I'indeterminisme.

que es pot paliar si es restringeixen el tipus de gramatiques (que és
el que es fa en la practica).
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