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Regular?

Com saber si un llenguatge és regular?
Es regular el resultat de transformar un L. regular?

Quin és el millor automat donat un L. regular?
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Comptar, no comptar ...

Inturitivament, no sén regulars aquells llenguatges les cadenes dels
quals requereixen algun tipus de “comptatge”.

{a"b"}, {ww™'}, {w:|wle=|wls}
Pero, no sempre:

{a™|n primer}, {a”2]n > 0}

Seria més correcte dir que les cadenes dels llenguatges regulars
requereixen un comptatge finit (o utilitzen una quantitat finita de
memoria; la dels estats del corresponent automat).
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Quan un llenguatge és regular?

Si trobem un automat finit, una gramatica regular o una E.R. (ano-
menem aco descripcid regular) equivalent el llenguatge és regular.

(Atencio: el problema de la verificacié no és trivial)

Pero, i si no en trobem cap? Es perque no existeix o perque no
sabem?

Com podem, doncs caracteritzar els llenguatges regulars front als
que no ho sén?
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Condicions necessaries 1 suficients

L regular <= d descripcio regular per a L.

Aquesta és una condicié necessaria i suficient per a la regularitat.
Serveix tant per comprovar que si com que no.

L'Gnic problema és que és facil aplicarla en un sentit (existéncia) i
molt més complicada en I'altre (no existéncia).

Caldria  trobar una condici6 necessaria que ens per-
metera comprovar la  no regularitat. Es a dir,

L regular — condicid.

Equivalentment, | no condici6 =— L no regular!
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El lema de bombament, informalment

Si L és regular, aleshores ...77
o existeix A: L =L(A).
e tota cadena de L arriba a un final de A.

e si una cadena de L és més llarga que el nombre d’estats, ha de
passar dues vegades (o més) per algun estat.

e si una cadena ha passat dues vegades per algun estat, aleshores
ha recorregut un bucle.

e |a subcadena que correspon a recérrer un bucle es pot eliminar o
repetir indefinidament i la cadena seguira arribant al mateix estat
final.
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[EI lema de bOmbament, informalment]

Si L és regular, aleshores:

tota cadena suficientment llarga ha de contindre una subca-
dena que es puga bombar.

bombar una subcadena: elevar-la a n, n > 0.

Pero aquest enunciat informal, per a usar en privat, quasi clandesti

no té validesa “legal”!
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Lema de bombament. Enunciat

Si L € Lp aleshores

dn € 1IN de manera que Vz € L, |z| > n es compleix que

e dz = uwvw (factoritzacié de z) : |uv| < nAv| > 1

o w'w e L, Vi>0

DEMOSTRACIO:
-n és el nombre d'estats minim que calen per acceptar L.

-per aixo la subcadena “bombable” esta a una distancia del principi
menor que n.
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Exemple. L regular

e 0*1* és regular.

Per a cadenes de longitut major o igual que 1, sempre és possible
trobar una subcadena (el primer simbol) que es pot bombar.

(0)%0, (1)*1111, (0)*0011, ...

e 100(0 + 1)* és regular.

ara la n hauria de ser 4 i el simbol que es podria bombar el quart.
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Exemple. L no regular

e L. ={0"1"n > 0} no és regular.

Si L NO compleix el lema de bombament, aleshores ho podrem
assegurar.

No complir el lema: d almenys una cadena major que n que no
conté cap subcadena valida (|uv| < n) que es puga bombar.

Es a dir, que almenys per a UN valor de 4, uviw ¢ L

Que és n? n és un valor que suposarem existeix i tot estara expressat
en funcié seua. La conclusié al final sera que n no pot existir.
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Demostracio ({0™1"|n > 0} no regular)

e Suposem que n existeix.

e Siga z = 0™1". Ara n és un valor concret i z una cadena concreta
(en funcié de n).

e Les Uniques subcadenes valides (|uv| < n) estan formades per 1
O més zeros.

o Per exemple, per a i =0, uv’w & L per a qualsevol factoritzacid
valida de z.

e Es a dir, siga quin siga el valor de n, tenim UNA cadena z, que
no pot contindre subcadenes valides bombables. Conclusié: L no
pot ser regular.
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Aplicacions del lema de bombament

Donat una automat A es pot decidir:

e siL(A)=10

{w e X" w| <|Q}

e si |L(A)] <

{fw e ¥*: |w| < 2|Q|}
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Propietats de clausura

Sota quines operacions ¢ és tancada la classe Lg?

Si L, Ly regulars,
L1 & Lo regular?

També es pot plantejar per a operacions unaries o n-aries en general.
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L és tancada respecte de U, -, *

Trivial a partir de la definicié d'expressid regular

L r també és tancada respecte de la complementacio

Si L regular, existeix A = (Q,X,6,qo, F)) determinista i complet
amb L = L(A).

Aleshores A" = (Q, 3, 4, qo, Q — F') accepta L.
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Sén dos automats equivalents?

Es pot decidir si dos automats A; i A, accepten o no el mateix
llenguatge. Només cal construir el llenguatge regular

Ly = [L(Al) N L(AQ)} U [L(Al) a L(Az)}

Aleshores es compleix que L(A1) = L(As) si i només si Lz = ().
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L r és tancada respecte de N, substitucions i
homomorfismes

LiNLy=L1ULy

Si L C ¥* regulari f(a) C A* regular Va € X, existeixen expressions
regulars ay, i a,Va.

oy, esta definida sobre >. Si se substitueix tot simbol a per «,
s'obté una expressié regular sobre A que és equivalent a f(L).
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L r tancada respecte homomorfismes inversos
h=Y(L) = {w|h(w) € L}

Si L és regular, hi ha un automat A tal que L = L(A).

Per acceptar una cadena w € h™1(L(A)) hi ha que comprovar que
h(w) és acceptada per A.

Si w = ajas - - - ag, aleshores h(w) = h(ay)h(asz) - - - h(ag).

Cal definir un nou automat A’ on, per cada simbol a; s'ha de
conseguir |'efecte de passar-li h(a;) a A.

Es a dir, ¢'(q,a) = (¢, h(a)), Va € X
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Homomorfisme invers d’un L regular

Per exemple, h: {0,1,2} — {a,b}
Partim d'un automat A sobre {a,b} la taula del qual és

a b
Q | o(g,a) | 4(q,b)

La taula de I'autdmat corresponent a h™1(L(A)) sera

0 1 2
Q | 0(g,h(0)) | o(q,h(1)) | d(g, N(2))
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L r és tancada respecte de quocients

Si L és regular, aleshores L/L és regular.
(independentment de si ho és Ly!)

El motiu és que L/Lg esta format per prefixs de cadenes de L de
forma que el sufix corresponent esta en L.

Tot prefix de cadenes de L arriba a algun estat del corresponent
automat A. Per ser L regular, si un prefix és acceptat, tota cadena
que arribe al mateix estat ho sera també.

L'automat que accepta L/Lj és el mateix A perd canviant els estats
finals per

F"'={qeQFy e Lo:d(qy) cF}
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Relacions binaries d’equivaléencia

e aRb, es diu que a esta relacionat amb b.

e Si R és reflexiva, simétrica i transitiva aleshores és una relacio
binaria d’equivaléncia.
per exemple: aRb si i només si |a| = |b]

e Una classe d’equivalencia de R esta formada per tots els
elements relacionats entre ells.

e Les classes d'equivalencia de R formen una particié del conjunt
original, A, que s'anomena conjunt quocient, i s'escriu A/R.

e Si el conjunt quocient és finit, es diu que la relacié és d'index
finit.
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Congrueéncies

Siga un conjunt A amb una operacié interna & i una relacié R.

e R s'anomena congruéencia dreta en A respecte de & si per a tot
parell d'elements de A, x,y es compleix que

tRz = (z®2)Ry®=z), Vze€ A

sitRz = (2 ® x)R(z @ y) s'anomena congruéncia esquerra.

També es pot dir que R és invariant per la dreta o I'esquerra respecte de @.
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Congruéncia associada a un automat

Donat un automat determinista A = (Q, 3,9, qo, F'), es pot definir
la seguent congruéncia dreta sobre >*:

tRay <= 0d(q0,x) = (qo,y)

Dues cadenes estan relacionades si arriben al mateix estat dins de A
(o si no arriben a cap estat).

Les classes d’equivalencia sén els conjunts RY,. Hi haura tantes com
estats (més una si I'automat no és complet).
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Exemple IR 4

1
0@

0 1
Hi ha tres classes d'equivaléncia. El conjunt quocient sera

¥* /R4 = {0*, 0*11*%, 0*11*0(0 + 1)}
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Congruéncia associada a L

Siga L un llenguatge (no necessariament regular). Podem definir la
seguent congruencia dreta sobre »*:

IRy si i només si ,

rz€l <— yzelL, VzeX*

Dues cadenes estan relacionades si afegint el mateix al final, s'obté
el mateix resultat (quant a estar o no en L).

Quantes i quines sén les classes d'equivaléncia.
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Exemple IR},

Siga L format per cadenes de longitut parella.

IR, tindra dues classes d'equivalencia: parelles i senars.

Z*/]Rl/ — {L,Z}

Siga L = {00}, Qué val X*/IR¢goy ?

Z*/]R{OO} — {{5}7 {0}7 {00}7 {57 0, OO}}
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Altre exemple IR,

Siga L = {0™1™|n > 0}. Que val ¥>*/IRp ?

elR 0 (2 =1)
0R; 00 (z = 1)
81R00 (Z = 11)

OFIR, 0™ (2 = 1%) si k # m!
Hi ha infinites classes d'equivaléncia.

exercici: calcular ¥* /IR,
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Propietats de IR,

Si L és regular i A I'accepta,

dues cadenes que arriben al mateix estat de A, els passara el
mateix independentment del que s'afegesca al final.

Teorema: zIRpy — zIRpy

Es compleix al reves?
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Contraexemple

1 1

©)

! 0 D
0 0

IR 4 indueix 3 classes, pero ...

des dels estats 1 i 3 s'arriba al mateix quan afegim cadenes a la

dretal

IR, induex 2 classes: les que arriben a 1 o a 3, i les que arriben a

2.

xRy & xRy
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IR 4 és un refinament de IR 4
W,
N

Z*

@,

Es compleix que

X"/ Ryl < [X7/Ral, VA=(Q,%,0,q0, F)
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Teorema de Myhill-Nerode

Si L ésregular = |X*/IR| < oc.

X7/ Re| < [57/Ra| = [Q] < oo

Si |X*/IRp| < oo = L és regular.

Es pot definir Ay, = (Q, X, J, qo, F')

1. Q@ = X*/IR (un estat per cada classe d'equivaléncia).

2. qo = [g] (la classe d'equivaléncia que conté €).

3. F = {[z]|x € L} (aquelles classes d'equivaléncia que contenen cadenes de
L).

4. §([x], a) = [za],Va € 2.
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Exemple. Aj

L cadenes parelles,

L = {00},
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Cororl-lari: A; és I'automat minim

Suposem que hi haguera un A amb menys estats que Aj,. Aleshores,

27/ Ray| = X7/ Ry > 57 /IRal

Impossible!

No pot haver automats més menuts que Ay,
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Aplicacions del T. de Myhill-Nerode

e Tenim una condicidé necessaria i suficient per a la regularitat de
qualsevol llenguatge.

e Podem “calcular” I'automat determinista minim que accepta un
llenguatge regular. Com?

Partint d'un automat qualsevol i la corresponent IR 4, es
poden aglomerar els seus blocs fins que es trobe IR ..
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Automat minim (IRp)

»go

W[ N1 O 01 N O

Wl O OW P
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[Automat minim (IR.)]

N 0

Hi ha 6 classes d'equivaléncia: @ (9 ! @

KA
0 00,101
—{6)

estat 1: [e]r, = (11)"

estat 4: [1]]RA = 1(11)"

estat 2: [0]r, = ([e]r, - 0 + [1]r, - 00) - (00)"

estat 5: [10]r, = ([1]r, - 0 + [e]r, - 00) - (00)"

estat 3: [01]r, = ([O)lr, - 1+ [10]r, - 1(0 + 1)) - ((0 + 1) )
estat 6: [101]r, = ([10]r, - 1 + [0]mr, - 1(0 + 1)) - ((0 + 1) )"
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Aglomerar?

Per cada parell de classes de IR 4, cal preguntarse:

[ZE]IRA U [y]IRA C [ZE]IRL

| aix0O sera deveres si | només si

IRy

Per tant, nomes cal considerar una cadena concreta per cada classe
d’equivaléncia de IR 4, i comprovar si estan o no relacionades segons IR ;..
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En I'exemple:

e cIR;10.

® €IRL01

e 1IR;0.

e 11R;101.

[Aglomerar?]
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Minimitzacio d’automats finits

e L'objectiu és trobar un metode més senzill.
e Basat directament en els estats i no en congruéencies sobre >*.

e Definirem una relacié d’'equivaléencia entre estats.
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Estats equivalents

Slga A= <Q72757 QO7F>-

Dos estats son equivalents si trobar-se en un o en |'altre
és irrelevant respecte de |'acceptacid o no de la cadena
que s'esta analitzant.

En altres paraules: les les configuracions (p,x) i (q,x) han de ser
equivalents en el sentit de que

si (p,x)-= (r,e)i (q,z)F (s,¢), aleshores

rel <— seF
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Més formalment

Dos estats p i g de A = (Q, X, 6, qo, F') sén equivalents (p = q) si i
només si

d(p,z) e FF < 6(q,x) € F, Yx e X”
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Estats equivalents?

e Perd, com podem demostrar en un cas concret que p = q?

e Caldria en general fer una demostracié per induccié per cada
parell d'estats.

e (Cal trobar una manera més practica de calcular les equivaléncies
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Estat equivalents (perd no tant)

Dos estats p i ¢ de A = (Q, %, 9, qo, F') sén n-equivalents (p =, q)
Si 1 NOmMés si

d(p,x) e F < d0(q,x) e F, Ve :|z|<n

Propietats: (la condicié implica un nombre finit de cadenes)

o Q/=¢={F,Q - F} (trivial!)
® p=p11q = pP=nq, V=0

Si anem augmentant la n obtenim successius refinaments de =y,.

Pero, com obtenim un refinament a partir de I'anterior??
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Obtencioé de les n-equivaléncies

Teorema: es pot calcular una equivalencia a partir de |'anterior.

P =nq _
3(p,a) =y 6(q, a), VaEE} 7 PSand

Val. | per a que volem aquests successius refinaments?

Per que tendeixen a =.

—n=—=n+1 —
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Metode per calcular 'AFD minim

e Primer es calcula QQ/=q: finals i no finals.

e A continuacié es calcula Q/=;, i = 1,2,... fins que per a dos
valors consecutius el conjunt quocient no canvie.

e En eixe moment, tenim els estats que sén equivalents.

Exemple'

[O% —(3)
1 . 1 0 0,1 . 0,1 Q/=0={{1,3,5},{2,4,6}}

ORMGREG
Q/=1={{1,3,5},{2,4,6}} = Q/=
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Automat associat a =

Una vegada obtinguda = se li pot associar el seguent automat que
sera el minim: (en realitat es fa exactament el mateix que quan
eliminavem estats idéntics)

0,1
A= = (Q',%,8', ¢y, F") on () (e1)

0,1
e Q' =Q/= (un estat per cada classe)
e ¢, = [qo] (la classe que conté qq.)
o F'=F/= (les classes que continguen estats finals.)

e 0'(lg],a) =[0(g,a)], Va € X i V[q] € Q".
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Exemple
O ]. =0 =1 =9 =3 =4
0 1 |64 | ] 6 & a
2 6| 3| & | &0 | 6| 6| &
3 |1 & | a6 | & |O]| 0
4 11 & L ® ¢ %
5 315 &
<7> 8|5 ©
0 <8> 715 o
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Exemple: automat minim
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Altra representacio

Marcar els parells d’'estats NO relacionats:

o

-1
2

3
4

o
S
0

OO | O O | W[ N —

XX < —| -
N[ X X X < —| -
w| X X X <
B XX <
a1l X X} X

N

ol O DG = =W D=

~| OO OO W[ | 00| O O
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