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El problema de I'analisi

Donada una cadena x i una descripcié d'un llenguatge L, x € L?

Enfocament operacional 3 algorisme?

Enfocament logic es pot demostrar?

3 algun model de calcul per al qual es puga construir un
“programa” que responga x € L7

e model de calcul = automat
e ‘programa’ = descripcié d'un automat particular.
Si
x| Al
™~ no
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Automats

e Un exemple d'automat podria ser un computador i un automat
particular d'aquest tipus seria cada programa concret quan esta
executant-se.

e Preguntes:

Existeixen descripcions ( “programes” ) capacos de acceptar/decidir tot llenguatge?

Hi ha tipus d'automats capacos de decidir families diferents de llenguatges?

Observacié: Una descripcié (finita) d'un automat és una forma
alternativa de definir un llenguatge.
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Models abstractes de calcul
Models basats en estats o en control finit

| laffbf/bfajal] |

lectura/escriptura

control memoria
d’estats auxiliar

e En cada estat es produeix un cicle:

lectura-escriptura-actualitzacié(mem.)-moviment-canvi(estat)
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[Models abstractes de calcul]

El funcionament de qualsevol automat es pot descriure mijantcant
una funcio de transicio.

J (e, s, m)= (e, s, m’, D)
~ = ~ = —N— ~ = —~ = —N—— —N—
estat  simbol 8on|f|guraC|o eeguent pou i 8ctFaI|tzaC|o |ereCC|o

emoria moviment

memoria

Com que tant els estats com els simbols com les possibles “configuracions” de la
memoria seran finits, la descripcié d'un automat particular sera sempre finita. La
representarem mijantcant una taula de transicions:

simbols X configuracions
estats transicions
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[Models abstractes de calcul]

Si pero, que calcula un automat?

e El tipus de calcul que més estudiarem és la decisié o acceptacid
de cadenes.

e El resultat de la computacié és SI/NO.

e Normalment, distingirem alguns dels estats com d’acceptacio i
definirem, també, algun criteri de parada.

e Si I'automat para en un estat d'acceptacié contesta Sl. Si no NO.
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Automats finits

Automat més senzill que estudiarem:

e El capcal sempre es mou a la dreta.
e L'automat para quan s'acaben els simbols.
e No hi ha memoria auxiliar.

e No es poden escriure simbols.

_ /
o (e, s = e
A~ = —~
estat simbol estat
seguent
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Exemple

-B

e Designarem un estat com a “inicial”.

>@ Al B *@;31

e L'automat va llegint simbols i va canviant d’estat segons 0.

e Si en algun moment 0 no esta definida ['automat aborta la
computacié i contesta NO.

e Aquest automat accepta les cadenes de {0"1™|n,m > 0}
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Automat finit. Definicido

Un automat finit, A, és una estructura de la forma
<Q72757 QO7F> on

e () (conjunt finit d'estats) {A, B}
e > (alfabet d’'entrada) {0,1}
e o € (Q (estat inicial) A
e 0:(Q x X — Q (funcié de transicid) 5(A,0) = A

5(A, 1) =8(B,1) = B

e F' C () (estats finals o d'acceptacid) {A, B}
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Automats complets

L'automat de |'exemple és equivalent a:

4)

+@%%@ 0,1

0 1

Q Q] »||e
Q @ Wi~

e Si la funcid ¢ és total, I'anomenare automat complet.

e Un estat no final amb transicions a ell mateix Va € Y. s'anomena
estat d’error.
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Funcions de transicio

Funcié de transicié sobre cadenes: el resultat d'aplicar ¢ sobre
cada simbol de la cadena d'esquerra a dreta i sobre |'estat
resultant de cada aplicacié.

5:QXZ*—>Q

{AS(q,s)qu Vg e Q

d(q,wa) =6(0(q,w),a) VaeX,wedX* qeq
A

5(A,001) = 5(5(A4,00),1) = 6(5(3(4,0),0),1) = B
A

d4(A,010) = indefinit
d4(A,010) =C
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Configuracié i moviments

Configuracié (descripcié instantania): ‘“fotografia” de I'automat en un mo-
ment donat.

e estat actual
e simbols que encara no ha llegit (subcadena pendent).

(g, w)

Moviment: canvi en la configuracié produit per l'aplicacié d'una transicié
(¢, aw)— (¢',w) <= d(g,a) =¢

Exemple: (A,001)F (A,01) (A, 1) (B,¢)

Abreviadament: (A,001)- (B, ¢)
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Llenguatge acceptat per un automat

A= <Q,E,5,CIO,F>

L(A) = {w € ¥* | (qo,w) (g,€),q € F}

L(A) ={w e ¥* | 0(qo,w) € F}
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Automats finits indeterministes

a b
~ qo {1} 0

a a,b
*%% 1 | {a1, ¢} | {a1, a2} |
! ’

e /:QxX —2¢

=2 9o
——

(Q1acb) - (QIJb) F.(Q1’€)

(qlabe)}_ (QQag)
(QQaCb)

(qo, aabeb) F (q1, abeb) =
(g2, bed)

({90}, aabed) = ({q1}, abeb) F ({q1, g2}, beb) F ({q1, g2}, ¢b) F ({1}, 0) F ({q1, 92}, €)
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[Automats finits indeterministes]

f /\
0(q, ) {q} Vg€ Q
e Ara: { § (q, wa) U d(p,a) YaeX,wedX* qeqQ
\ pE€d(q,w)

qe P
d(qo,abcb) = | )  8(p,b) = 8(q1,b) = {q1, 2}
peg(qo,abc)
(qo,abc) = )  8(p,e) =6(q1,¢) Ud(g2,¢) = {1} U0 = {q1}
peg(qo,ab)
d(qo,ab) = | ) 6(p,b) = d(q1,b) = {q1, a2}
pEd(qp,a)

5(qo, a) = 8(q0, a) = {q1}
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Llenguatge acceptat per un AFI
A= <Q72757QO7F>

L(A) ={w e X" | {qo}, w) (@), Q' NF # 0}

~

L(A)={we X | d(qo,w)NF # 0}

Com que es “com si" estiguera en un conjunt finit d'estats sempre
hi haura un AF equivalent on cada estat “sera” un conjunt d’estats.

A= <Q72757 QO7F> A/ — <2Q72757 {QO}aF/>
F'={Pe29|PNnF+#0}
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Exemple. AFI

a b c
—{qo0} {a1} 0 0
{o:} {2} [{a1. 0} [ {an}
<{q }) 0 0 U
0 0 0 0
C{Qh Q2}> {on, @2} | {ars a2} | {an}
a,b 3
L(q0) - q1,q2 ) {q2}  Estat inabastable
i
¢ a,b
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Exemple AFI

@ ({1,2},0100) F ({2,4},100) F ({1},00) F ({2},0) - ({4}, ¢)

N

1 1 0

@
BHH o

T o8
2 | 3
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Automats ¢

L)L) Tancament epsilon:
e
0 1 0 = 12,

3* = {3}

(1°,001) F (1°U3°,01) F (1°U3°1) - (2°¢)
({1,2,3},001) F ({1,2,3},01) F ({1,2,3},1) F ({2,3}.¢)

5'(q,e) =q° . Vg € Q
6 (q, wa) =6( 8'(q,w) ,a) Va€X,weX*qeQ

5/(P7 w) = U 5,<Q7 w)

qeP
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{ '(q,¢) =¢°

§'(g, wa) =56( 8'(g,w) ,a)" Va €T, w €T, q€Q

[Automats ¢]

Vg € Q

AFIl equivalent a un AFs: El mateix automat amb ¢’

>

Q

0'(¢,a) = 0(¢*, a)"

TALF (2. Automats Finits i Conjunts Regulars)
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—>@ 123 | 23 || 123
@ 3 2_3 23

@ 3 |23
@ 123 | 23

222 2

- O 1 =123, 2=123 Estats identics
T Y%
0 1
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D’automat finit a gramatica regular

Donat un automat A, hi ha una gramatica G tal que L(G) = L(A)
(A,001) — (A,01) — (A1) — (B,¢)

1 3(A,0)=A d(A,0)=A 3(A,1)=B
- —_— 1
@ A—0A A—0A A—1B B—e

A = 0A = 00A = 001B = 001

0
estats = no terminals
finals = produccions nul-les
estat inicial = axioma
transicions = produccions
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[D’automat finit a gramatica regular]

Formalment, donat A = (Q, X, 6, qo, F'), es defineix
GA = <VT,VN,S,P> on

Vr =3 A@%D 1

o

e Vi = {A/q € Q} :

o S = AQO A — 0A

e P=P UDP A— 1B

e =  |J {4, —aAy} B—1B
Va,p,q:6(p,a)=q A — e

oPQ:U{Aq—>€} B — ¢

qeQ
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[D’automat finit a gramatica regular]

Graficament,

(P)"Hq) — A, — a4,
. A, — ¢

Atencio: l'argument és valid per a AFs, AFls i AFes
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De gramatica a automat finit

Podem aplicar |'anterior metode al revés!

A—aB — (A—~(B)
A—a @iQ

;2! W=
B a O

B aA||aaB||§b »@< T j@y@
R Bl (D)
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Automats finits i llenguatges regulars

Llenguatges regulars = llenguatges acceptats per AF

On estan els llenguatges coregulars?
El complementari de {0"1™|n,m > 0}
1 0 (canviant finals per no finals)
(A)(p)(C) Jor A~ 0A1B
-y -y
0 1

B—>13|OC
C' — 0C|1Ce

L regular <= L regular
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Expressions Regulars (ER)

e Aspecte Generatiu: gramatiques
e Aspecte Operacional: automats

e Aspecte Descriptiu: expressions regulars

Expressio regular: Una forma convenient i facil de descriure llen-
guatges regulars

Certes extensions tenen molta aplicacié practica
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ER. definicidé

Siga Y un determinat alfabet:

1. €, 0 i a sén expressions regulars, Va € X

2. sl a1 (3 sén expressions regulars, aleshores o + 3 també.

3. si v 1 (3 sOn expressions regulars, aleshores o - 3 o a3, també.
4. si v és una expressio regular, aleshores o™ també.

5. si a és una expressid regular, aleshores (o) també.

6. només soén expressions regulars les que s'obtenen mijantcant
I"aplicacié de les regles anteriors.
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ER. Semantica

L(«) és el llenguatge que representa la ER a.

1. L(e) ={e}, L(0) =0, i L(a) ={a}, Ya € X.

2. L(a+ ) = L(a) UL(B).

3. L(af) = L(a) - L(B).

TALF (2. Automats Finits i Conjunts Regulars)
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Exemples

* . .
e (a+b)" representa el monoide lliure.
*
e a(a+b)" representa totes les paraules que comencen per a.

o (a+b)((a+b)(a+0b))" representa totes les paraules de longitud
senar.

Anomenarem conjunt regular de cadenes tot llenguatge L per al
qual existesca una ER « tal que L = L(«).

Quina relacié hi ha entre els llenguatges i els conjunts regulars?
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Equivalencies

L(a) és regular Vo

Es pot demostrar per induccié a partir de la definicié de ER

Si L regular aleshores Jo tal que L = L(«) ?

Aco requeriria demostrar que tot llenguatge regular es pot descom-
posar en un nombre finit d'unions, concatenacions i tancaments a
partir de simbols i/o els llenguatges trivials () i {e}.
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Automat equivalent a una ER

A.: automat equivalent a la ER «.

-0 -0 ~O~0
Ag AQ) Aa

< 010 5
£ QAB© _’QAa©:>QAB©

Aa—i—ﬁ Aaﬁ

—_—
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Exemple

e + (ab + ba) aaa*

TALF (2. Automats Finits i Conjunts Regulars)
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Propietats

a+(B+7)=(a+p)+~y a+f=p+a a+=a

a(By) = (aB)y a(B+7) = aB + ay e
(B+7)a = Ba+ya

|
Q

al) =0 ac* = a*a=at
(a* 4+ 37)" = (a*f*)" = (a+ B)” (af) o= a(fa)”
(a*B) o = (a+ B)" (*B)" = (a+B)"B+e
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ER equivalent a un automat

Donat un automat A = (Q,>,9,q1, F) ...

e numerem els estats ¢q1,...,qy,.

e definim Rffj. Conjunt de cadenes que fan passar l'automat de

I'estat ¢ al j sense passar per cap estat “major” que k (com a
estat intermig!)

e demostrarem que els Rfj sén conjunts regulars.

o L(A)= U RY;, per tant L(A) sera un conjunt regular.
j:quF
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k& :
Ry, és conjunt regular

Inductivament,

jo:{aEZ\qjéé(qi,a)}U{sﬂ i=7}

k k—1 k—1/pk—1\* pk—1
Rij:Rz’j U R (Rkk ) Rkj

Diee(D)

k—1
Rik
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Exemple

/ N
9@\1/@ RY,=¢ RY,=0
1 0

R12 =0 R12 — (10)*

Ris=10 Ri3=0(10)"0

R =0 Ry =1

R3, = 0[(1 +01)0]"

R3, = 0[(1 + 01)0]*0
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[Exemple]

R??, = R%?) U Rf3R§3*R§3 = 0(10)"0 + 0(10)"0[(10)"0]"[e + (10)™0]

= 0(10)*0[e + [(10)70]"] =

0(10)*0[(10)"0]*

Ry = Ri; U R,Ry, Ry, = 0+ 0(10)*0 = 0(10)*0

0
‘ p R, = R3, U Ry, Ry Ry, = € + 10(10)*0 = € + (10)70
é@ ) @ Ris = RipUR1R)Y'Ri;=04+0=0

\ Riz = Ri3UR 1 R)V'Riz=0+¢eb =

1 @ 0 R22 = R22 U R21R?1*R12 = e+ 1e0 = ¢ -+ 1(
R23 = R23 U R21R(1)1*R13 =0 -+ 18@ =0

R’, = 0[(1 +01)0]"0 [?R32 = R32 U R3;RY*R12 = 0 + 10 = 10

R33 = R33 U R31R?1*R13 —ec+ 1le) = ¢
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Son iguals?

0(10)*0[(10)*0]*
Jik Lo Lo |1} o1
é@ \2/ @ @%@* 1 2 — 1 2
0 0 X . g0 2 35 | 4 > =13
3 4 3 2
01[(1+01)0]*0 @ : g Z :
D2 ) ) Sl RG] NE
AL )
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[Son iguals?]

0(10)*0[(10)*0]*
1
O L X | o | 1| [
(182 (1)) () = T |
. / 2 7 3
1 0 2 35 4
0[(1+ 01)0]"0 S

”17”\ . (35) ‘ . .
AR ()
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Metode dels e-automats

Un automat d’expressions regulars (o e-automat) és
un automat en el qual les transicions estan etiquetades
amb expressions regulars. L'automat passa d'un estat a un
altre en llegir de la cadena d’entrada qualsevol prefix que
estiga en el conjunt regular de la corresponent transicid.

af@ i @D bb iﬁ{l} - a* Bﬁ
b*aa\\%” " b*aa p al” e
e e
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e-Automats

Un e-automat es pot representar mijantcant una taula d'expressions
regulars.

atf 1 “ @D bb
e Ny

1 2 3
0 ate 0 0
1 5 a” b*aa
2 0 £+ bb a
3 0 0 £
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Eliminacio d’estats

En un e-automat sempre es pot eliminar un estat si es recalculen

de forma convenient les ER associades a parells d’estats adjacents a
I'eliminat.

i . a;jtopogy” ag;
) (i) )
o295 AL g

\4

Uk

L'e-automat resultant és equivalent (si no eliminem un final!)
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Exemple

a—i—s
D bb
a+e b aata*(bb)*a
-1
(a+e)b*aa

(ate)a” a
9& é

bb

TALF (2. Automats Finits i Conjunts Regulars)
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e-automats unitaris

Si eliminem tots els estats d'un e-automat llevat d'un, s'obté un
e-automat que representa totes les cadenes que arriben a aquest
estat en |'e-automat de partida.

a—; Bi

= a;3;"

Aquest conjunt de cadenes és exactament RY, si |'e-automat de
partida és un automat normal de n estats. Aleshores, considerant
només els finals:

L(A) = | J Bl =D i

1EF 1€ F
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Exemple

0 01

(200

-
9@\ ; /@ €_> V? (01;0@3 1(01)*00
1 0

(01)*00[1(01)*00]" | | 0(10)*0[(10)*0]* |(?) | O[(1 + 01)0]*0 |(?7)

?) 0(10)* 0[(10)*1 00]
(?) 0(10)" 0[(10) ]
(01)*0 1(01)*

(??) O[(1 4 01)0]"0 = [0(1 + 01)]"00 = [01 + 001]700 =
= [(01)*001]™(01)*00 = (01)*00[1(01)*00]"
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