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3.1 Polinomios de variable real

3.1.1 Evaluacion de polinomios

Para el calculo eficiente de los valores de un polinomio se utiliza el algoritmo de Horner,
también conocido como multiplicacién anidada y como division sintética. La regla de Horner
para la evaluacion de polinomios establece que una expresién polinémica puede reescribirse
como una factorizaciéon anidada. Por ejemplo, el siguiente polinomio de grado 5:

p(r) = asa® + asr 4+ azz® + agx® + a1z + ag (3.1)
puede reescribirse como:
p(z) = (((asz + as)z + az)x + a2)x + a1)z + ao (3.2)

Mediante la regla de Horner es posible construir un algoritmo eficiente para el calculo del
valor, en un punto zg, de un polinomio p(x) de grado n:

input n,(a; : 0 <i<n), zo

Q< ap

fork=n—-1,n-2,...,0do
a — axg + ag

end

output a.

Nota para el Prof.: La regla de Horner funciona bien en los casos normales en los
que el exponente mas grande es relativamente pequeno. Sin embargo, para polinomios
con exponente maximo grande, las multiplicaciones repetidas forzadas por los paréntesis
anidados pueden dar lugar a una pérdida importante de precision y a la degradacion del
rendimiento de las operaciones.

El algoritmo de Horner también se utiliza para realizar una deflacién, que es el proceso
mediante el cual se cancela un factor lineal del polinomio. Si zg es un cero del polinomio p(z),
entonces (x — xo) es un factor de p(x) y los ceros restantes de p(z) son los n — 1 ceros del
polinomio:

q(z) = p(z)/(x — z0) (3.3)
Si representamos los polinomios p(x) y el desconocido g(x) como:

p(ﬂf) = ap+ar+ ang + 0/3-7;3 + .4+ an—ll'n_l + an.%'n (34)
q(a:) = by +bix+ b21’2 + b3.7;3 4+ 4 bn_lxn—l (35)

cuando las ecuaciones (3.4) y (3.5) se substituyen en la ecuacién (3.3), los coeficientes de las
potencias correspondientes de z de ambos lados de la ecuaciéon pueden igualarse término a
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término. Las ecuaciones que se obtienen son:

bp—1 = an
an—l"’"xobn—l

o
3

|

I

bn-3 = ap-2+ Toby 2

(3.6)
b1 = a2+ xobo
bo = a + 1‘0[)1

A partir del conjunto de ecuaciones (3.6), se puede escribir de forma compacta el algo-
ritmo de Horner para calcular ¢(z) a partir de p(x) y una de sus raices z( como se indica a
continuacién:

input n,(a; : 0 <i<n), xg

bp_1 < ap

fork=n—-1,n—2,...,1do
bp_1 «— ap + xoby,

end

output (b; : 0<i<n-—1).

Un tercer uso del algoritmo de Horner, que se deriva directamente del punto anterior, es
el calculo eficiente del valor de las derivadas de cualquier orden del polinomio p(z) en un
punto zy. Presentamos a continuacién el pseudocédigo que genera o = p(z¢), 8 = p'(xg) y
v = p"(x0) suponiendo que p(z) es de la forma dada por la ecuacién (3.4) y que se proporciona
Q-

input n,(a; : 0 <i<n), xg

a — ay

f—0

70

fork=n—-1,n-2,...,0do
vy < B+ zoy
f—a+xf
o a + Too

end

Y~ 2y

output o, 3,7.

Ejercicio: Desarrolle el algoritmo expresado mediante el pseudocédigo anterior para
calcular el polinémio p(z) = xt — 423 + 722 — 5z — 2 en el punto zg = 1.
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3.1.2 Interpolacién

Nos centraremos ahora en el problema de obtener, a partir de una tabla de parejas (z,f(x))
definida en un cierto intervalo [a, b], el valor de la funcién para cualquier x perteneciente a
dicho intervalo.

Supongamos que disponemos de las siguientes parejas de datos:

x @0 |@1 [ 2o | | @
ylwo vl |

El objetivo es encontrar una funcién continua lo mas sencilla posible tal que
flz) =y (0<i<n) (3.7)

Se dice entonces que la funcién f(z) definida por la ecuacién (3.7) es una funcién de inter-
polacion de los datos representados en la tabla.

Existen muchas formas de definir las funciones de interpolacion, lo que da origen a un
gran nimero de métodos (polinomios de interpolacién de Newton, interpolacién de Lagrange,
interpolacién de Hermite, etc). Sin embargo, nos centraremos exclusivamente en dos funciones
de interpolacién:

1. Los polinomios de interpolaciéon de Lagrange.

2. Las funciones de interpolacion splines. Estas funciones son especialmente importantes
debido a su idoneidad en los cédlculos realizados con ordenador.

Polinomios de interpolaciéon de Lagrange

Un polinomio de interpolacién de Lagrange, p, se define en la forma:

n
p(x) = yolo(x) + y161(z) + -+ + ynla(w) = > ylr(2) (3.8)
k=0

en donde £y, {1, ..., £, son polinomios que dependen sélo de los nodos tabulados zg, z1,..., Ty,

pero no de las ordenadas yg, y1, . - -, Yn. La formula general del polinomio ¢; es:

S or—ux
2 — Z ) 3.9
i(@) .H,.mi—xj (3.9
J=0,j#i

Para el conjunto de nodos xg,x1,...,Z,, estos polinomios son conocidos como funciones

cardinales. Utilizando estos polinomios en la ecuacién (3.8) obtenemos la forma exacta del
polinomio de interpolacién de Lagrange.

Ejemplo: Suponga la siguiente tabla de datos:

x|5] -7 6] 0
y | 1]-23]-54-954

5
1
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Construya las funciones cardinales para el conjunto de nodos dado y el polinomio de interpo-
lacién de Lagrange correspondiente.

Las funciones cardinales, empleando la expresién (3.9), resultan ser:

24+7)(24+6)z z—5)(x+6)x
go(x) = % ) 1‘ = E ( )_(7""6) _7)
6(2) = monremes 8@ = oo 5 0+7)(0+6)

El polinomio de interpolacién de Lagrange es:

ps(x) = lo(x) — 2301 () — 54y (x) — 95445(x)

Interpolaciéon de splines

Una funcién spline estd formada por varios polinomios, cada uno definido sobre un subinter-
valo, que se unen entre si obedeciendo a ciertas condiciones de continuidad.

Supongamos que disponemos de n + 1 puntos, a los que denominaremos nudos, tales que
to < t; < -+ < tp. Supongamos ademds que se ha fijado un entero k > 0. Decimos entonces
que una funcion spline de grado k con nudos en tg,t1,...,t, es una funcién S que satisface
las condiciones:

(i) en cada intervalo [t;_1,t;), S es un polinomio de grado menor o igual a k.

(ii) S tiene una derivada de orden (k — 1) continua en [tq, ty,].

Los splines de grado 0 son funciones constantes por zonas. Una forma explicita de presentar
un spline de grado 0 es la siguiente:

C
Sl(.%') =C1 T € [tl,tg)

Sn—l(x) =Cp—1 T E [tn—latn)

Los intervalos [t;—1,t;) no se intersectan entre si, por lo que no hay ambigiiedad en la definicién
de la funcién en los nudos. Un spline de grado 1 se puede definir por:

So(l‘) = apx + by x € [to,tl)

S(m) _ .Sl ($) =a1r + b1 CE S [tl,tQ)

Sn—l(x) =ap- 1T +bp1 xTE [tn—latn)

En las figuras (3.1) y (3.2) se muestran las graficas correspondientes a los splines de grado
cero y de grado 1 respectivamente.
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Figura 3.2: Spline de grado 1 con seis puntos.

Splines cubicos
El spline cibico (k = 3) es el spline mas empleado, debido a que proporciona un excelente
ajuste a los puntos tabulados y su calculo no es excesivamente complejo.

Sobre cada intervalo [to,¢1], [t1,%2],- .., [tn—1,tn], S estd definido por un polinomio cibico
diferente. Sea S; el polinomio cibico que representa a S en el intervalo [t;,¢;41], por tanto:

Snfl(m) WS [tnfl,tn)
Los polinomios S;_1 y S5; interpolan el mismo valor en el punto ¢;, es decir, se cumple:
Si—l(ti) =Y; = Sz(tz) (1 < 1 <n-— 1)

por lo que se garantiza que S es continuo en todo el intervalo. Ademds, se supone que S’ y
son continuas, condicién que se emplea en la deduccién de una expresion para la funcion

S” t , d 1 la ded d la f

del spline cubico.

Aplicando las condiciones de continuidad del spline S y de las derivadas primera S’ y
segunda S”, es posible encontrar la expresién analitica del spline. No vamos a obtener esta
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expresion, ya que su demostracion queda fuera del ambito de estos apuntes. Simplemente
diremos que la expresion resultante es:

. — Zi (. 3 Zit1 3
Si(z) = 6_}22.(152—1—1 —x)° + 6—}12(95 —ti)
i it1hi i iR
(Y ) o= )+ (- ) (i - )
En la expresion anterior, h; = t;41—1t; ¥ 20, 21, - - - , 2n, SO0 incégnitas. Para determinar sus valo-

res, utilizamos las condiciones de continuidad que deben cumplir estas funciones. El resultado
(que tampoco vamos a demostrar) es:
6

6
hi—1zi-1 + 2(h; + hi—1)2; + hizig1 = I (Yit1 —yi) — h‘—1(yi —Yi-1)

La ecuaciéon anterior, con ¢ = 1,2,...,n — 1 genera un sistema de n — 1 ecuaciones lineales
con n + 1 incégnitas zg, 21, . .., 2. Podemos elegir zg y z, de forma arbitraria y resolver el
sistema de ecuaciones resultante para obtener los valores de zi,z29,...,2z,—1. Una elecciéon
especialmente adecuada es hacer zg = z; = 0. La funcién spline resultante se denomina spline
cubico natural y el sistema de ecuaciones lineal expresado en forma matricial es:

(75} h1 Z1 11
hl u9 h2 Z9 120}
ho us  hs 23 V3
= . (3.10)
hpn—3 tUn—2 hp_2 Zn—2 Un—2
hpn—2 up—1 Zn—1 Vp—1
en donde:
hi = tip1—t
2
wi = 2(hi+his) - —=
Ui—1
6
by = h_i(yi-i-l_yi)
hi_1v;_
v, = bi—bi_l—Ly21 (3.11)
Uj—1

Este sistema de ecuaciones, que es tridiagonal, se puede resolver mediante eliminacién
gaussiana sin pivoteo como se muestra en la figura (3.3). El cédigo acepta como entrada
un conjunto de nodos (¢;) y el conjunto de los valores de la funcién correspondiente (y;) y
produce un vector con los vectores z;. Por ltimo, el valor del spline .S en un punto x cualquiera
interpolado se puede calcular de forma eficiente empleando la siguiente expresién:

Si(x) =yi+ (x — ;) [C; + (x — t;) [Bi + (z — t;) 4;]] (3.12)
en donde
A = gran - 2)
B = 2
2
Ci = —@Zz‘ﬂ - @Zi + i(yz‘+1 — Yi) (3.13)

3 h;
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input na(ti)a(yi)
for i =0,1,...,n—1do
hi —tiy1 — t;
bi — 6(yir1 —yi)/hi
end

U — 2(h0 + hl)
V1l <— b1 — b(]
fori=2,3,...,n—1do
U; — 2(}1@ + hifl) — h?fl/uifl
Vi by —bi_1 — hi—1vi—1/ui—1
end

Zp — 0
foric=n—-1,n-2,...,1do
2 — (Vi — hizig1)/u

end
20 < 0
output (z;)

Figura 3.3: Algoritmo para encontrar los coeficientes z; de un spline ciibico.

Veamos un ejemplo para ilustrar el empleo de los splines ctibicos para interpolar los valores

de una tabla. En la tabla (3.1) se muestran algunos valores de una serie de valores tabulados
a intervalos regulares de la funcién f(z) = /z en el intervalo [0,2.25]. También se indican
los valores interpolados empleando el correspondiente spline ciibico asi como el error absoluto
cometido. Obsérvese que el error es cero para los nudos. En la figura (3.4) se representan
graficamente los valores tabulados.

En la figura (3.5) se muestra otro ejemplo. Se representan graficamente los puntos inter-

polados mediante una funcién spline cibica para la funcién y = sen(x).



Interpolacién

37

v | Vi 5@ [ )
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000E+00
0.0625 0.1426 | 1.0732E-01
0.1250 0.2782 | 7.5266E-02
0.1875 0.3997 | 3.3261E-02
0.2500 | 0.5000 | 0.5000 | 0.0000E+00
0.3125 0.5744 | 1.5440E-02
0.3750 0.6285 | 1.6155E-02
0.4375 0.6701 | 8.6732E-03
0.5000 | 0.7071 | 0.7071 | 0.0000E+00
1.7500 | 1.3228 | 1.3228 | 0.0000E+00
1.8125 1.3462 | 6.8994E-07
1.8750 1.3693 | 5.9953E-06
1.9375 1.3919 | 8.7004E-06
2.0000 | 1.4142 | 1.4142 | 0.0000E+00
2.0625 1.4361 | 2.4522E-05
2.1250 1.4577 | 4.7329E-05
2.1875 1.4790 | 4.6215E-05
2.2500 | 1.5000 | 1.5000 | 0.0000E+00

Cuadro 3.1: Valores interpolados mediante un spline ctibico para la funcién y = /x e indicacién del
error cometido (en valor absoluto).

0.6

0.4r

0.2

0b
0

0.5

Figura 3.4: Representacién de la funcién y = /z. Los circulos representan los valores tabulados de la

funcién y la linea continua los puntos interpolados mediante una funcién spline ciibica.
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Figura 3.5: Representacién de la funcién y = sen(z). Los circulos representan los valores tabulados
de la funcién y la linea continua los puntos interpolados mediante una funcién spline cubica.



