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Un buen nimero de transductores funcionan alimentados por unatension alterna. Entre ellos desta-
can los captadores capacitivos (condensadores de capacidad variable) y los inductivos (bobinas de
autoinduccién variable). Para comprender el funcionamiento de esta clase de transductores y € de
los sistemas que acondicionan su sefial, es preciso recordar las nociones basicas de |os circuitos de
corriente alterna.

Comenzaremos por repasar |os componentes basicos en cualquier circuito de corriente alterna,
para definir a continuacion qué se entiende por corriente alterna, como puede ésta ser representada
mediante magnitudes complejas, y como la respuesta intensidad-tension en un elemento puede
ser descrito mediante una impedancia compleja. Determinaremos a continuacion la impedancia
compleja de los elementos basicos de un circuito, estableceremos | as ecuaciones que gobiernan los
circuitos de corriente alterna, y las aplicaremos a algunos gjempl os.

5.1 Componentes elementales

L os componentes béasicos en un sistema de corriente alterna son las resistencias, |0os condensadores
y las autoinducciones, cuyos simbolos gréficos pueden verse en laFigura5.1.1.

Laresistencia esta caracterizada por €l valor R de su resistencia, y, en todo instante ¢, larelacion
entre ladiferencia de potencial v(t) aplicada entre sus extemosy laintensidad i(¢) que la atraviesa
(Fig. 5.1.2a), viene dada por laley de Ohm

i(t)R = v(t) (5.1.1)

El condensador esta caracterizado por su capacidad C, y, en todo instante, la relacién entre la
diferencia de potencia v(t) aplicada entre sus armaduras y la carga de su armadura positiva ¢(t),
viene dada por

q(t) = Cu(t) (5.1.2)

Si lacarga variaalo largo del tiempo, unaintensidad i(t¢) fluye hacia la armadura positiva (y otra
igual fluye desde la placanegativa) como muestralaFig. 5.1.2b. Puesto que laintensidad eslacarga
que fluye por unidad de tiempo, tenemos quei(t) = dq/dt, por lo que derivando la ecuacion (5.1.2)
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Figura5.1.1 Simbolos de los componentes elementales de un circuito: (a) resistencia, (b) condensador, y (c)
autoinduccion.



2 Notas sobre corriente alterna

@ (b) (©
i A i - i L

S + o P

Figura5.1.2 Tension eintensidad en componentes elementales. (a) resistencia, (b) condensador, y (€) autoin-
duccioén.

obtenemos la siguiente relacion entre laintensidad y la tension aplicada:

do(t)
dt

i(t)=C (5.1.3)
Notese que esta relacion es una ecuacion diferencial. Laintensidad no depende de la diferencia de
potencial aplicada, sino de de su derivada.

L a autoinduccion esta caracterizada por € coeficienete de autoinduccion L y, en todo instante, la
relacion entre la diferencia de potencial v(t) aplicada entre sus extremos y la velocidad di(t)/dt a
la que cambialaintensidad que la atraviesa viene dada por (Fig. 5.1.2c)

di(t)

L
dt

= v(t) (5.1.4)

De nuevo esta relacion es una ecuacion diferencial, en cierto modo complementariadela (5.1.3), en
la que latensién depende de la derivada de la intensidad.

5.2 Corrientealterna
5.2.1 Definicion

La corriente alterna aparece cuando un circuito constituido por resistencias, condensadores y au-
toi nducciones conectados entre si, se alimenta con una fuerza electromotriz e(¢) que variade forma
arménica (alterna) alo largo del tiempo. Esto significa que lafuerza electromotriz sigue unaley de
laforma

e(t) = Epcos(wt + ¢ ) (5.2.1)

donde Ey eslaamplitud de lafuerza electromotriz, w su frecuenciaangular y ¢ su faseinicial (el
argumento de la funcion coseno, wt + ¢, eslafase en e instante ).

Cuando la alimentacion es armonica, las intensidades y caidas de tensién en cada elemento del
circuito son también armonicas una vez establecido el régimen estacionario. Considerando un ele-
mento arbitrario que representamos gréficamente por un rectangulo, como seindicaenlaFig. 5.2.1a,
y que Ilamamos genéricamente impedancia, la propiedad anterior implica que latension v(t) y la
intensidad i(¢) podran escribirse en laforma

v(t) = Vo cos(wt + ¢v) (5.2.2)
i(t) = Ipcos(wt + ¢r) (5.2.3)

donde 1 e Iy son las amplitudes de latension eintensidad, y ¢y y ¢ susfasesiniciales.

Aungue las expresiones anteriores pueden utilizarse para estudiar la relacién entre intensidad y
tension en cualquier componente, su uso directo conduce a desarrollos muy prolijos y es mejor
utilizar una formulacién en numeros complejos.
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Figurab.2.1 (a) Simbolo paraunaimpedanciaarbitraria. (b) Representacion graficade un nimero complego.

5.2.2 Tensién eintensidad complegas

Parafijar la notacién, recordaremos agui que un nimero complgo z esta caracterizado por su parte
real = y su parte imaginariay, y escribimos

z=x+yjJ (5.2.4)

donde j representa la unidad imaginaria, tal que j2 = —1 (seusaj en lugar de la designacién usual
en mateméticas ¢ para que no haya confusion con el valor instantdneo de laintensidad).

Unnumero complejo z puederepresentarse graficamente como unvector decomponente horizontal
x'y componentevertical y (Fig. 5.2.1b). Como esobvio, también se puede caracterizar por sumédulo
r = y/x?+ y?y suargumento # = arctan(y/x) (ver Fig. 5.2.1b). Lanotacién exponencial resulta
particularmente comoda:

z=re% (5.2.5)
siendo e?/ = cosé + j sené.

Con esta notacion, resulta obvio que v(t) en la ecuacion (5.2.2) puede escribirse como la parte
real de un nimero complejo de modulo V; y argumento wt + ¢y :

v(t) = Re[Voel"*#")i]| — Re[Vpe?"Ie!/] (5.2.6)
donde Re(z) indicalaparterea del nimerocomplejo z. Ladltimaexpresion, que siguetrivialmente
de la que la precede, muestra que es posible escribir v(¢) como la parte real del producto de dos
complejos: €l primero constante demodulo Vo y argumento ¢y y €l segundo dependiente del tiempo,
de moédulo 1y argumento wt. LLamamos a primero de estos complejos latension compleja V':

V = Vpe?vd (5.2.7)
con cuya definicion latension instantanea puede se reduce a

v(t) = Re [f/ewti ] (5.2.8)

Deformacompl etamente andl oga podemostratar |aecuacion (5.2.3) paralaintensidad instantanea
i(t), de manera que podemos definir unaintensidad compleja I como

I = Ipe?t (5.2.9)
con cuya definicién laintensidad instantédnea se reduce a

i(t) = Re [i eWtj] (5.2.10)
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5.2.3 Impedancia complga

LIamamosimpedanciacompleja Z al niimero complejo que multiplicado por laintensidad compleja
da como resultado latension compleja, es decir

<

ZI=V = 7 = i (5.2.11)

La impedancia complga Z puede escribirse en la forma modulo-argumental sustituyendo en la

ecuacion anterior las ecuaciones (5.2.7) y (5.2.9)
7 Yo (ov-60i _ yo-oi _
= I—oe = Ze con o= ¢r — oy (5.2.12)

donde el médulo Z —denominado impedancia— resultaser ni masni menosqueel cociente entrelas
amplitudes delatensiony delaintensidad, y el argumento —¢ esladiferenciade los argumentos de
Iy deV cambiadade signo. Notese que ¢ coincide con ladiferenciaentre lasfases delaintensidad
y de latension instantanea, tal como aparecen en (5.2.2) y (5.2.3), yaque €l término wt es comun.
Cuando ¢ > 0 sedice que laintensidad esta adelantada con respecto alatension, cuando ¢ < 0 se
dice que estaretrasada, y cuando ¢ = 0 se dice que intensidad y tension estan en fase.

Por razones que seran evidentes més adel ante, lapartereal delaimpedanciacomplejase denomina
la componente resistiva. La parte imaginaria es la componente reactiva. En general se escribe

Z=Rz+ Xzj (5.2.13)

y Rz eslacomponente resistiva o resistenciay X z lacomponente reactiva o reactancia.

5.3 Ecuaciones complejas para los elementos basicos
5.3.1 Resistencias

Consideremos en primer lugar una resistencia sometida a una tensiéon armonica. Utilicemos las
expresiones complegjas (5.2.8) y (5.2.10) parawv(t) ei(t) y sustituyamoslas en laecuacion (5.1.1). El
resultado es

RRe [fe””} = Re [f/ew“} (5.3.1)
gue puede reescribirse como
Re [(Rf - V)ewtﬂ} =0 (5.3.2)

Ahora bien, es muy facil demostrar la siguiente propiedad, cuya demostracion se dga como
gjercicio (véase gjercicio 5.1):
Propiedad 5.1 Si A es un niimero complejo constante, la condicién Re [Ae“tﬂ'] = 0 puede satisfacerse en

todo instante ¢ si y solo si el complejo A es idénticamente nulo.

. Esta propiedad implica que la expresién entre paréntesis en la ecuacion anterior debe ser nula, es
decir que para unaresistencia se cumple

RI=V (5.3.3)

L aimpedancia compleja correspondiente a unaresistencia, Zr, se deduce de laecuacion (5.2.11)
sin més que sustituir en ellalaexpresion para V' que aparece en la ecuacion anterior. El resultado es

N RI
ZR:_’*:

7 R (5.3.4)
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lo que indica que laimpedancia compleja paralaresistenciaesrea y por tanto, como cabia esperar
es puramente resistiva. Obviamente su médulo (laimpedancia) vale R y su argumento es nulo, o
gue indica que el desfase entre tensién e intensidad es nula (es decir que ¢y = ¢; y laintensidad y
latension estan en fase).

5.3.2 Condensadores

En & caso de un condensador, sustituimos (5.2.8) y (5.2.10) en (5.1.3) y obtenemos
. d - o
wtj| __ wtg — . wtg
Re [Ie } -Cc 2 Re[Ve } Re[ng Ve ] (5.3.5)

dondelasegundaigual dad se obtiene sin més que ef ectuar las operaci onesindicadasde multiplicacion
y derivacion. De laigualdad anterior se deduce que

Re [(i —CuwjV) ewtﬂ} =0 (5.3.6)
y de aqui se deduce, por la propiedad antes enunciada, que €l término entre paréntesis debe ser nulo,
es decir que
-1 .
I—=V 5.3.7
Cwj ( )
y aplicando la definicion 5.2.11 obtenemos |a impedancia compleja para Z para un condensador
como
Jo=——-=——j=—""¢"%J (5.3.8)

lo que indica que la impedancia compleja para un condensador es imaginariay por tanto es una
reactancia pura. Ademas |lareactancia es negativa, por 1o que en general unaimpedancia con parte
imaginaria negativa se dice que tiene reactancia capacitiva. Vemos ademés que ¢ = /2, por o
que laintensidad est4 adelantada 7w /2 con respecto alatension.

5.3.3 Autoinducciones
En & caso de una autoinduccion, sustituimos (5.2.8) y (5.2.10) en (5.1.4) y obtenemos

L %Re[fe“tj] - Re[f/ewtﬂ} - Re[ij fewti} - Re[f/ewtﬂ} (5.3.9)

dondelasegundaigual dad se obtiene sin mas que ef ectuar |as operacionesindicadasde multiplicacion
y derivacion. De laigualdad anterior se deduce que

Re [(Lwi — V) ewtﬂ} ~=0 (5.3.10)

y de aqui se deduce, de nuevo por lapropiedad antes enunciada, que €l término entre paréntesis debe
ser nulo, es decir que

ILwj=V (5.3.11)

y aplicando ladefinicion 5.2.11 obtenemos |laimpedancia complejapara Z ;. paraunaautoinduccion
como

Z1, = Lwj = Lwe?’ (5.3.12)

lo que indica que la impedancia compleja de una autoinduccion es también imaginaria puray, por
tanto, es una reactancia. En este caso, |a parte imaginaria es positiva por o que, en general, las
reactancias positivas se denominan reactancias inductivas. Puesto que el argumento de Z es —¢
resulta que para una autoinduccion ¢ = —m /2, por lo que laintensidad esté en este caso retrasada
/2 con respecto alatension.
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Figura5.4.1 Caidadetension en un circuito arbitrario de corriente alterna

5.4 Circuitosdecorrientealterna

Los circuitos de corriente alterna se resuelven utilizando los mismos lemas de Kirchhoff que se
utilizan en corriente continua, pero trabajando con variables complejas. Por ggemplo, e primer lema
de Kirchhoff se deduciria de escribir que la suma de las intensidades instantaneas que entran en un
nodo es cero, es decir:

Zik -0 (5.4.1)
nudo

Usando la expresion (5.2.10) paralaintensidad instantaneay operando, la ecuacion se reduce a

Re [(Z fk> e““] =0 (5.4.2)
nudo

Lo que implica, de acuerdo con la propiedad 5.1, que €l sumatorio entre paréntesis debe ser nulo y
por tanto el primer lema de Kirchhoff se reduce a decir que la suma de intensidades complejas que
entran en un nodo es nula:

Z I, =0 (5.4.3)
nudo

De forma anaoga, si en un circuito formado por impedancias y fuerzas electromotrices alternas
(delamisma frecuencia), tal como esquematizalafigura5.4.1, consideramos el camino que une los
puntos A y B, ladiferencia de potencial entre ambos puntos viene dada por

VAR = Z Vz, — Z ek (5.4.4)

camino camino

dondewvz, eslacaidadetensioninstantaneaenlaimpedancia Zy y ey, lak-simafuerzaelectromotriz
instantanea. Operando como en el caso anterior, con las fuerzas electromotrices instantaneas dadas
por unaférmula analogaala(5.2.8), resulta finamente

VAB — Z INka — Z Ek (5.4.5)

camino camino

donde E, es, naturalemente, |a k-sima fuerza electromotriz compleja.
Cuando se elige un camino cerrado, la diferencia de potencia del primer miembro es nulay, en
consecuencia obtenemos el segundo lema de Kirchhoff (regla de las mallas) para corriente aterna:

S LiZp=> Ex (5.4.6)

malla malla

que selimitaaestablecer quealolargo deun circuito cerrado (malla) lasumadelascaidas detension
complejas en las distintas impedancias es igual ala sumade las fuerzas el ectromotrices complejas.
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Ejemplo 5.4.1 Consideremos €l circuito de lafigura, denominado, por razones obvias, circuito RLC:

R L ¢
) H
Supongamos que la fuerza electromotriz tiene una amplitud Eo y fase inicial nula, g = 0. ! De
acuerdo con esto, £ = Fyp y lafem complgaesreal. En este circuito no hay nudos, y laintensidad que

atraviesatodas las impedancias es la misma, por 1o que lo estambién laintensidad compleja. Aplicando
la segunda regla de Kirchhoff a circuito completo tendremos:

Zpl+ 210+ 20l =E =  (Zp+Zu+20)=E (5.4.7)
La segunda ecuacion indica que la impedancia compleja equivalente de un acoplamiento en serie de
impedancias es la suma de las impedancias complejas. En particular laimpedancia equivalente Z puede

obtenerse sustituyendo |as expresiones antes obtenidas para la impedancia de los componentes basicos,
con €l resultado siguiente:

~ 1 1
Z=R+Lwj+ —=R+|(Lw———1]J (5.4.8)
Cwj Cw

Laintensidad viene dadapor I = E/Z, por lo que su amplitud y fase de laintensidad seran

Ip= @ = Lo (5.4.9)
Z \/R2+ (Lw—&)?
~ Lw 1
¢r = ¢ = —ag(Z) = —arctan <§ - %> (5.4.10)

Notese que las componentes reactivas inductiva y la capacitiva tienen efectos contrarios. En particular,
cuando LCw? = 1 la reactancia del circuito se anula. Se dice entonces que el circuito RLC esta en
resonancia y que lafrecuencia angular w es la de resonancia, caracterizada por ser lafrecuencia parala
cual, dados R, L y C, e mddulo de laimpedancia compleja es minimo y la amplitud de laintensidad es
méxima.

Ejemplo 5.4.2 Consideremosel circuito delafiguraen el queloscomponentes se conectan en paralelo:
1

L, A

id

Z.Rl R iLJ L ——C

Supongamos, como antes, que la fuerza electromotriz tiene una amplitud Ey y fase inicial nula, con
loque £ = Ey . En este circuito deben escribirse las ecuaciones de un nudo, el A, por gemplo, y las
de tres mallas, por giemplo las que incluyen la fuerza electromotriz y cada una de los componentes. Las
ecuaciones correspondientes son:

I=Ip+1I,+Ic (5.4.11)
Zplp =FE (5.4.12)
Zi I, =FE (5.4.13)
Zcle = E (5.4.14)

IN6tese que siempre es posible elegir e origen de tiempos de forma que lafase inicial de una de las variables armoénicas
del problema seanula.



8 Notas sobre corriente alterna

(5.4.15)

Despejando I, I, e I enlastres Gltimas ecuaciones y sustituyendo en la primera resulta

../ 1 1 1
I:E<~ +~—+~—> (5.4.16)
Zrn  Zn  Zc

Donde se abserva que la impedancia equivalente Z=E / I cumple lareglaclasica: suinversaesigual
alasumade las inversas de las impedancias de cada brazo. Por otra parte, sustituyendo las expresiones
paralas impedancias en este caso obtenemos

1 1 1.
E iy + (Cw — E) 7 (5.4.17)
Laamplitud y fase de laintensidad resultan ser:
o= Bo| L] = o/ 2+ (co- 1Y
0= Fo|=|=Fo\| & W=7 (5.4.18)
¢r = ¢ = —arg(Z) = ag(1/Z) = arctan [R (Cw - Liﬂ (5.4.19)
w

De nuevo, cuando LCw? = 1 lareactanciadel circuito se anula. Se dice entonces que € circuito estaen
antiresonancia porque paraesafrecuenciadados Fy, R, L y C', e médulo delaimpedanciacomplejaes
maximo y laamplitud de laintensidad es minima.

5.4.1 Valoresefectivosdelatensiony laintensidad

Se [lama valor efectivo de una magnitud alterna a valor cuadrético medio de la misma (en inglés
RMS, de Root Mean Sguare). Los aparatos de medida estan disefiados para dar |os val ores ef ectivos
delas magnitudes alternas, y estos son los val ores que se manejan en lapréctica. Asi, cuando sedice
gue latension de lared en Espaiia es de 220 V, se quiere decir que el valor efectivo de latensiéon es
de220 V.

El valor efectivo de latensiéon o la intensidad es proporcional ala amplitud. Considerando, por
giemplo, laintensidad, su valor efectivo I seré laraiz cuadrada del valor medio sobre un periodo
completo de laintensidad a cuadrado, es decir:

1 to+T 1/2
I=|= / i2(t) dt (5.4.20)
to

T

donde " = 27/w es e periodo y ¢p un instante cualquiera. Sustituyendo la expresion para la
intensidad instantanea'y operando resulta

1 ot T 1/2
T / I3 cos?(wt + ¢r) dt] (5.4.21)
to

I =

La integral se resuelve facilmente a partir de la igualdad cos’ o = %(l + cos2a), con lo que
después de operar, y dado que sen(z + 4n) = senz, resultaquelaintegral esigual a127'/2, por lo
gue laintensidad efectiva resulta

fo
V2

y , engeneral, el valor efectivo de cual quier magnitud alternaesigual asu amplitud divididapor v/2.

I= (5.4.22)
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Ejercicios

5.1 Demostrar quesi A €sun nimero complejo con-

stante, la condicion Re [Ae**/] = 0 puede satisfac-
erse en todo instante t s y solo si el complejo A es
idénticamente nulo. (Sugerencias: (@) desarrdllese la
expresion en funcion delas partesreal eimaginariade
Ay verifiquese que ambas deben ser nulas, (b) Usese
la forma exponencial para A y compruébese que su
maodulo tiene que ser nulo.)

5.2 Uncircuito estaformado por unaresistenciade
100 Q en serie con una autoinduccion de 1.2 mH.
Determinar la impedancia compleja, su médulo y €
angulo de desfase ¢ para corrientes con una frecuen-
ciade (@) 50 Hz, y (b) 5 kHz. [Solucién: (a) Z =
100 + 0.3775 2, Z = 100.0 €2, ¢ = —0.00377 rad
=-0.216°% (8) Z =100+ 3775 2, Z =390 1), ¢ =
—1.312rad =-75.14°]

5.3 Un circuito estd formado por una resistencia
de 100 2 en serie con una autoinduccion de 0.9 H
y un condensador de 2 pF. Determinar la impedan-
cia complgja, su modulo y e angulo de desfase ¢
s se aplica una fuerza electromotriz alterna con una
frecuencia angular de 500 rad/s. [Solucién: Z =
300 — 5505 Q, Z = 6265 Q, ¢ = 1.071rad =
61.39°]

5.4 Una bobina tiene una resistencia de 20 2. A
100 Hz de frecuencia laintensidad y la tension estan
desfasadas 30°. Determinar €l laimpedanciacomplga
de la bobinay €l coeficiente de autoinduccion de la
bobina. [Solucién: Z = 20 + 20/+/3j, L = 18.38
mH.]

55 End circuito delafiguralafuerzaelectromotriz
aplicada es aterna con una amplitud de 15 V y una
frecuenciade5kHz, R = 1k2, C =400nFy L = 2
mH. Determinar: (a) la amplitud de las intensidades
que circulan por la resistencia, por la autoinduccion
y por e condensador, (b) la amplitud de la caida de
tension entre los puntos A y B, y (¢) la impedancia
complegja de salida del circuito para un instrumento
gue mida la caida de tension entre los puntos A y B.
[Solucion: (8) Iro = 14.37 MA, Ico = 53.92 mA,
Iro = 68.29 mA; (b) Vapo = 4291V, (C) Zap =
81.86 + 274.15 Q.]

5.6 En € circuito de la figura, la fuerza electro-
motriz aplicada es aterna con un valor eficaz de 12
V y una frecuencia f, y el amplificador es un opera-
cional. Sabiendo que R1 = 1.2 k2, se pide de-
terminar R, y C' de manera que la tensién de sal-
ida eficaz sea 12 V paaf =0y 6 V paaf = 15

kHz. [Solucion: R, = 1.2 k2; C' = 0.1531uF]
C
[
I
R,
L AAAA——
R

5.7 El circuito de la figura representa un circuito
puente en el cual hay dos condensadores planos for-
mados por tres armaduras planas y paralelas de las
cuales la central puede moverse en direccion normal
asu plano y estainicialmente centrada de manera que
su distancia a las otras dos armaduras es xo. Si laar-
madura se desplaza una cantidad Ax hacialaderecha,
determinar la tensién alterna que aparece entre los
puntos A y B. NOTA: La capacidad de un conden-
sador plano es directamente proporcional al érea de
sus armaduras e inversamente proporcional ala dis-
tancia entre ellas. [Solucion: Vap = VidtAx/2x0
en oposicion de fase con latension de excitacion.]




