M AT

F. J. Ferri, Dept. d’Informatica Universitat de Valéncia

5
S

PROGRAMACIO DINAMICA
Programacié Dinamica

& SR,

e Plantejament recursiu de la resolucié de problemes.
e Si un problema es pot descomposar en subproblemes sempre es pot
considerar la possibilitat de combinar les subsolucions corresponents.

e Sota certes condicions, la solucid recursiva basada en la divisid en sub-
problemes i combinacié de resultats es pot convertir en un procediment

iteratiu (significativament) més eficient
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Programacié Dinamica

Problema: calcular el n-éssim nombre de Fibonacci, f(n).
Subproblemes: calcular f(n — 1) i f(n — 2).
Combinacié: calcular la suma.

fn)
N

fln—1) fln=2)
L'arbre de recursié té una profunditat maxima i minima de n i -, respecti-

vament. El cost estara doncs entre 27 i (v/2)".
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Programacié Dinamica

Ara be, quans subproblemes diferents realment hi ha?

Efectivament, només n. | com que cada subproblema es pot resoldre mi-
jantcant una combinacié de les solucions de subproblemes inferiors,

es pot “recérrer’ d'alguna manera convenient |'espai de solucions?

Equivalentment: es pot calcular f(n) resolent només n subproblemes?

fO)—f1)—fQ2)——fln=2)—f(n—1)— f(n)
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En general, donada la solucié recursiva a un problema:

Esquema RR (d)
si casbase(d) aleshores soluciddirecta(d)

S1 no
(dy,ds, . . .dy) «descomposar(d)
combinar(RR(dy), ..., RR(d}))
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Si es poden emmagatzemar els resultats parcials dels subproblemes, r;
RR(d;), en una certa estructrura de dades, indexada pels valors d;. Es a

dir, A[dz] =T
| es disposa d'una enumeracio dels valors d; que garantesca
dy.) =descomposar(d)

d; <d, 1 <1<ksi (dl,dQ,

Aleshores,
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Esquema PD (d)
d' < minim
mentre d’' < d fer
si casbase(d’) aleshores soluciédirecta(d’)

si no
(dy,ds, . . .dy) «—descomposar(d’)
combinar(A[dy], ..., Ald])

d' «— segiient(d’)

El cost ara ja no depén de |'arbre de recursié sino del nombre de subproblemes
que cal resoldre fins arribar al problema d.
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Normalment, la solucié iterativa encara pot ser més eficient si els casos base

es poden inicialitzar fora del bucle.

Esquema PD (d)
Inicialitzar casos base
d’ < menor valor no trivial
mentre d’' < d fer
(dy,ds, . . .dy) «descomposar(d’)
combinar(Aldy], . .., Aldg])

d' «— segiient(d’)
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Els d; sén normalment enters o tuples d’enters (minim nombre de parametres

que caracteritza cada subproblema).
A és un vector indexat pels valors d;. El cost espacial ve donat per |'espai
requerit per emmagatzemar una solucié multiplicat pel nombre de subpro-

blemes que cal resoldre.

En molts casos, no cal emmagatzemar tot el vector A. Es pot anar reuti-
litzant |'espai corresponent a subproblemes que ja no faran falta.
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El problema de la motxilla

Una motxilla de capacitat M. n objectes de pes i valor w; i p;, 1 <1 <n,
respectivament. Quina és la combinacié d'objectes que maximitza el valor

sense superar la capacitat maxima?

Representem com a (1,7, M) el problema original i com a (i,n, M') el
subproblema restringit als n — ¢ + 1 darrers objectes i capacitat M' < M.

/(1,n, M)
(2,n, M — wy) \(2,n,M)

— T — T~
(3,m, M — wy — wy) (3,n, M — wy) (3,m, M — ws) (3,m, M)
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El problema de la motxilla

Si les capacitats i els pesos venen donats per enters, cada subproblema es
pot caracteritzar per un parell d’enters: el nombre d'objectes (suposada una

ordenacié d'aquests) i la capacitat.
Un subproblema és trivial si no queden objectes o si la capacitat és menor o

igual que zero.

El problema es pot resoldre amb un bucle que es repetira n - M vegades i
en cada iteracié caldra calcular el minim de dos valors.
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El problema de la motxilla

Per resoldre el problema de la motxilla (amb pesos discrets) caldria un vector

Al0..n,0..M].

Si només es vol calcular el valor de la solucié optima, només cal emmagat-
zemar els valors de les diferents subsolucions.
Si es vol calcular la solucié optima, cal aleshores emmagatzemar cada una

de les n - M solucions en el vector.
Normalment, es calcula primer el valor de la solucié optima i s'emmagatze-
men les “decisions” preses en cada posicié (no tota la solucid). Aleshores,
11/24
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El problema de la motxilla

Dades: w,p : vector[l.n] de R; M : IN
Resultats:  wval : IR // lalgorisme torna només el valor optim //
per am «— 0 fins a M fer

per ai <« 0 fins an fer
si i =0 aleshores Ali,m| < 0

si no
si w[i] > m aleshores S « 0
si no
S — pli] + Ali — 1, m — wli]]
fsi
N «— Ali —1,m]
si S > N aleshores
Ali,m] — S
si no
Ali,m] «— N
fsi
fsi
fper a
fper a
val — A[n, M|
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El problema de la motxilla

Dades:

Resultats:

Auxiliar:

Inica:

w,p : vector|l.n| de R; M : IIN

sol : vector|l..n] de {0, I}solucié optima //

val : R // valor de la solucié dptima //
Ant, Act : vector|0..M] de R
C':vector|l..n,0..M]| de {0, 1}
Antlm|=0m =0,...,M
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El problema de la motxilla

per ai« 1 fins an fer
per am « 0 fins a M fer
si w[i] > m aleshores S « 0
si no
S« pli] + Ant[m — wli]]
fsi
N «— Ant[m]
si S > N aleshores
Cli,m] — 1
Actlm] — S
si no
Cli,m] < 0
Actlm] — N

Hh
-

s
fper a
Ant «— Act // s’actualitza Ant per a la segiient iteracié //
fper a
val — Act[M]
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El problema de la motxilla

m «— M

// obtencié de la soluci6 optima //
per ai <+ n fins a l amb —1 fer

solli] < Cli,m]

si solli] =1 aleshores m «— m — w|i] £si
fper a

AED2-2002-2003
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e Un cas particularment interessant son els problemes d'optimitzacié.

e La solucié de molts d'aquests es pot veure com una sequencia de deci-
sions “locals” (en el cas de la motxilla, posar o no I'objecte 7).

e Es diu que un problema d’optimitzacié de la forma “trobar la seqliencia

optima” compleix el principi d'optimalitat si
tota subseqiiéncia de la seqiiéncia optima és també optima (respecte

al subproblema corresponent).
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& SR,

El problema de la motxilla compleix el principi d’optimalitat:
donats els objectes 1,...4,...J,...n i les decisions associades x; € {0, 1},

corresponents a la solucié optima,
tota subseqiiencia x;,...x; ha de ser optima per al subproblema restringit

als objectes 7, ...

Exercici!

17/24

AED2-2002-2003



e

]

SR

R At
S iy,

F. J. Ferri, Dept. d’Informatica Universitat de Valéncia

PROGRAMACIO DINAMICA
Distancies entre cadenes

e com es poden definir distancies entre cadenes de simbols?
e una possibilitat és considerar operacions simples sobre cadenes (insercid,

borrat i substitucid).
e donades dues cadenes, sempre es pot convertir una en l'altra aplicant

una sequeéncia d'operacions.
e Es defineix la distancia d’edicid entre cadenes com el menor

numero d'operacions que calen per convertir una cadena en ['altra.

e Es poden assignar pesos a les operacions i definir aleshores la distancia
com el pes de la seqiiéncia de minim pes (que converteix una en l'altra).
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Distancies entre cadenes. Descomposici6

Donades dues cadenes, x, y i dos simbols, u i v, es té

d(a, yv) 2

d(xu, yv)
s(u,v)

i(v)

d(z,y) d(zu,y)

Una vegada fixades les cadenes cada subproblema ve donat per dos indexs
sobre elles.

d(zu,yv) = min{d(x, yv) + b(u), d(z,y) + s(u, v), d(xu, y) + i(v)}
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Interpretacio grafica. Quadricules

Donades dues cadenes z i y, es defineix una quadricula de (|z|+ 1)(|y| + 1)
nodes i arcs horitzontals, verticals i diagonals.

cami entre dos nodes de la quadricula de pes minim.

El problema de la distancia d’edicié és equivalent al problema de trobar el
AED2-2002-2003
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Interpretacio grafica. Quadricules

En aquest cas no ens interessa la solucié siné el valor (minim) de la solucié

El problema es pot resoldre en temps |z| - |y| i en espai min{|x|, |y|}.
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Camins minims. L’algorisme de Floyd

Calcular (el valor de) tots els camins minims (entre tot parell de nodes) en
un graf dirigit i ponderat.

Siga un graf de n nodes, uy,...,u,. Siga P(n) el problema de trobar tots
els camins minims entre els n nodes.

S'introdueix un nou parametre, k, 1 < k < n i es defineix P(n, k) com el
problema de trobar tots els camins minims entre els n nodes fent servir com
a nodes de pas ui, ..., ug.

Es compleix que P(n) és equivalent a P(n,n).

El plantejament recursiu consisteix a relacionar P(n, k) amb P(n, k — 1).

AED2-2002-2003 22/24



G e

F R
&g ‘i},,._g b F. J. Ferri, Dept. d’Informatica Universitat de Valéncia
ey &

PrOGRAMACIO DINAMICA

Arbres binaris de cerca optims

Siguen n claus, k1, ..., k, amb probabilitats d'ocurrencia p1, ..., p,. Quin
seria |'arbre binari de cerca optim en aquest cas concret?

O, quin és |'arbre que minimitzaria el nombre esperat de comparacions (su-
posant sempre cerques exitoses)?

(el arbre equilibrat només és I'optim si les claus sén equiprobables)

Exemple: claus 1, 2, 3 amb probabilitats .8, .1 i .1, respectivament.

1
\
L"arbre optim: 2\ Cost mitja: 1-(.8)+2-(.1)+3-(.1)=1.3
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Arbres binaris de cerca optims

Plantejament recursiu:

e Donades n claus, |'arbre optim haura de tindre com a arrel una d’elles.
e Fixada k; com a arrel, tant a la dreta com a I'esquerra es té el subarbre
..., ky, respectivament.

ykicy i ki,
k; i esta identificat per dos

optim format per les claus k1,
e Cada subproblema és de la forma k;,

enters, ¢ 1 J.
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