Tema 6

Resolubilitat

6.1 Resolucié de problemes amb maquines de Turing

La maquina de Turing tal i com la va concebre el seu creador es pot veure com un dispositiu
abstracte que pot representar qualsevol “computacié” o qualsevol calcul que puga fer qualsevol tipus
de dispositiu manual, mecanic, automatic o mental. Turing pensava en la cinta com una abstraccié
de la tipica fulla (o, més bé, fulles) de paper que un matematic pot fer servir per demostrar teoremes o
realitzar complicats calculs matematics amb el corresponent ajut del famés llapis i la goma d’esborrar
(que sén representats en la maquina mijantgant el capcal de lectura/escriptura).

Altres tipus i formes de calcul també poden ser representats per la MT. En els computadors, per
exemple, la cinta seria ’abstraccié dels distints tipus de memoria interna i externa que es fan servir
mentre que el capgal representaria la circuiteria que permet d’escriure, modificar i esborrar aquests

tipus de memorial

6.1.1 Funcions computables

En aquest capitol, la MT sera vista com un dispositiu que és capag de calcular un resultat a partir

d’una certa entrada.

|Z~2
<

Y

Obviament, i tractant-se d’una maquina de Turing, tant I’entrada x com el resultat y sén cadenes

d’un determinat alfabet. Per tant, podem veure tambe la maquina de Turing, M, com un dispositiu

'La correspondéncia entre la MT i altres abstraccions molt més proximes als computadors i als programes sera
establerta més endavant.
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que es capag de calcular una certa funcié de la forma:
fu: T — T
Per a tota cadena z € I'* la maquina M calcula el valor fas(z) definit com a
fu(z) =y siisolament si goz F3y qy

L’objectiu d’aquest capitol és ’estudi i la caracteritzacié de les funcions que sén computables o
calculables i les que no ho sén. El fet que s’estudien només les funcions definides sobre cadenes no
representa cap pérdua de generalitat en la practica ja que molts altres tipus de dades admeten una

codificacio en forma de cadenes.

Definicié 6.1 Una funcid f : T — I'* s’anomena Turing-computable si ezisteiz una mdquina
de Turing, M, tal que f = fur per a tota cadena del domini de f.

[]
Hipotesi de Church-Turing

6.1.2 Relaci6 entre llenguatges i problemes

Si ens restringim al cas particular de problemes de decisié podem establir una relacié directa entre
problemes i llenguatges i, més important que aixd, entre la resolubilitat dels problemes i el tipus dels
llenguatges.

Un problema de decisié es planteja en funcié d’una certa entrada i la seua resolucié consisteix en
una decisié. Es a dir, consisteix a respondre SI/NO, vertader/fals o 0/1. La soluci6 a un problema

de decisié, Px, des del punt de vista de les MT es representaria com a.

S
| Mx |

En aquesta representacié, la cadena w representa la codificacié d’una instancia del problema.

NO

Per tant, la resolubilitat del problema Px i la calculabilitat de la funci6 fx : I'* — {0,1} estan
directament relacionades.

Podem definir també el llenguatge Lx com a
Lx ={w eT"|fx(w) = 1}

Es a dir, Lx és el llenguatge del qual fx és funcié caracteristica. Per tant, la resolubilitat del
problema Py, la calculabilitat de la funcié fx i la recursivitat del llenguatge Lx sén la mateixa
cosa.

Com que hi ha llenguatges que sén acceptats per MT que poden no parar, també hi haura
problemes per als quals es pot trobar una MT (o, de forma més general, un algorisme) que déna la
solucié correcta quan aquesta és “SI”. Aquests problemes (i els llenguatges a ells associats) reben el

nom de semi-decidibles.
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El problema de la parada, Pp
Dades: Una MT M ={Q,%,T,4d,q0,2, F} i una cadena w € X*.

Enunciat: Parara la maquina M amb entrada w?

El problema de la parada sera resoluble si existeix una maquina de Turing Mp de la forma

ST (la maquina M amb entrada w arriba a una configuracié de parada)
o)
NO (en cas contrari)

Anem a considerar una instancia particular del problema de la parada. Siga la segiient MT:

...EXEMPLE...

Després d’una inspeccié de la MT arribem a la conclusié de que la MT sempre para si la cadena
d’entrada conté un simbol b mentre que mai parara quan la cadena no continga simbols b.

Hem resolt el problema de la parada per a qualsevol cadena perd amb una MT concreta. Ago
no vol dir que el problema en general siga resoluble. La pregunta és: es pot fer la mateixa analisi

per a qualsevol MT?
Teorema 6.1 El problema de la parada és irresoluble
Prova:

Anem a suposar que la maquina Mp abans esmentada existeix. Aleshores, construirem la segiient

maquina que anomenarem M

e Calcular k tal que w = wy, dins de ¥* = {w; }$2;
e Trobar < M}, > dins del conjunt {M;}°;.
w_
€ L(My), para

/SI <Mkawk> M, /wk ( k) par I'\I
o Miswr) [y, T wy ¢ L(Mj), parar

"~ NO: parar

T~ no

A partir d’una cadena w qualsevol, la maquina M’ enumera el conjunt £* = {w;}$, i troba el
nimero d’ordre que li correspon a w dins d’aquest conjunt. A continuacié enumera el conjunt de

totes les maquines de Turing (enumerant totes les codificacions possibles) fins que troba la maquina
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k-esima.

La maquina Mp (que sempre ha de respondre) ens dira si la maquina My amb entrada w =
wy, arriba o no a una configuracié de parada. En cas afirmatiu, podem simular la computacié
corresponent mijant¢ant la maquina universal, M,. Com a resultat sabrem si la cadena w = wy
pertany o no a L(Mj). En el cas que Mp ens diga que no s’arriba a cap configuracié de parada,
podem estar segurs de que wy ¢ L(My).

La maquina M’ aixi construida sempre arriba a una configuracié de parada i, a més a més, només

acceptara aquelles cadenes w = wy que complesquen la condicié wy ¢ L(Mjy). Es a dir,
LM')={w | w=wy N wy¢L(My)}=Lq

O en altres paraules, la maquina M’ accepta el llenguatge Ly que sabem que no és ni tan sols
recursivament enumerable.
Arribem, per tant, a una contradiccié per la qual cosa la suposicié inicial sobre ’existéncia de la

maquina Mp ha de ser necessariament falsa. []

Teorema 6.2 El problema de la parada és semi-decidible.
Prova:

Només cal trobar una MT amb entrada (M, w) que pare per a tota maquina M i cadena w tal
que M pare amb w com a entrada. Aquesta maquina no és altra que la maquina universal que
simula la computacié de M amb w. Quan aquesta simulaci6é arriba a una configuracié de parada

(tant si és d’acceptacié com si no) la maquina para i accepta. []

6.1.3 Reduccié de problemes

Definicié 6.2 Diem que un problema P es redueix al problema Q (i s’escriu P < Q) si la solucid

del problema Q implica la solucio del problema P. Es a dir,
P <Q & Q decidible = P decidible

També es pot dir que la solucid de P es redueir a solucionar Q.

Com a consequéncia de la definicié es dedueix

P <@ < P indecidible = @ indecidible
[]

Exemple 6.1 FEl problema de la cinta en blanc, P, consisteiz a saber si una determinada MT

parard o no si comenga a funcionar amb la cinta d’entrada en blanc. Anem a demostrar que Pp <
P
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Suposem que Pa és resoluble. Aleshores existira una MT de la forma

SI
00 fir;

A continuaci6 construirem la maquina M}, , que té com a parametres una maquina M i una
)

NO

cadena w qualssevol. Aquesta maquina, no pren cap entrada i comenga a funcionar a partir d’una

cinta en blanc.

e Escriu la codificacié de M en la cinta d’entrada

e Escriu la cadena w en la cinta d’entrada
— (a continuacié de (M))

SI
/
° (M, w) M,

T
Muw

Es clar que la maquina M J'\,I,w no té per que parar. Pero, tal i com s’ha definit, aquesta maquina
existeix i es pot codificar. Aleshores podem construir la segiient MT

1 ST
e Construeix la codificacié de la maquina M J’M’w.
M,w SI parar
Bl ) [
™~ NO parar \
T~ NO

Aquesta MT sempre para i resol el problema de la parada amb entrades M i w. Com que la
resolubilitat de Pa és condicidé necessaria per a la resolubilitat de Pp, es dedueix que Pp =< Pa.

[]

Definicié 6.3 Dos problemes, P i @), sén equivalents si i solament si P < Q i1 Q = P.

[]
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Exemple 6.2 El problema de la parada i el de la cinta en blanc son equivalents.

Ja s’ha demostrat que Pp < Pa. La demostracié de Pa =< Pp és trivial ja que la maquina

SI o

on | M T

permetria resoldre Pa si Pp féra resoluble.

6.2 Problemes irresolubles

6.2.1 El problema universal
6.2.2 El problema del llenguatge buit
6.2.3 El teorema de Rice

Siga L. la classe dels llenguatges recursivament enumerables. Normalment una propietat d’un
llenguatge és un predicat que pot ser vertader o fals per a un llenguatge determinat. Una propietat

queda perfectament definida pel conjunt de llenguatges que la compleixen.

Definicié 6.4 Una propietat sobre L. és un conjunt P C Le. Si L € P es diu que L compleiz P i
st L ¢ P es diu que no la compleiz. Una propietat P és no trivial si i solament si P #0 A P # Lye.

[]

Donada una propietat P es defineix un llenguatge associat a P com
Lp = {{M) | L(M) € P}
Es diu que una propietat és decidible si existeix una MT que calcule el predicat associat. O, el

que és el mateix, si existeix una MT, Mp tal que Lp = L(Mp).

Teorema 6.3 (Teorema de Rice) Tota propietat no trivial sobre L és indecidible.

6.2.4 El problema de la correspondéncia de Post

Definicié 6.5 Anomenem sistema de correspondéncia de Post (SCP) dues seqiéncies de k
cadenes de X T.

A={us,... yug}, B={vr,... 00}



Francesc J. Ferri [6]-7

Es diu que un SCP té solucid si existeiz una sequéncia d’indexs, i1,... ,im (m > 1) tal que

Ujy WUgy ** - uim = V4, V49 =" V4

m

[]

Per exemple, el SCP format per A = {a,abaaa,ab} i B = {aaa,ab,b} té una solucié que ve

donada per la seqiiéncia (2,1,1, 3).
abaaa - a-a-ab = usujuiug = vov1v1v3 = ab-aaa - aaa b

Una forma més grafica que veure un SCP es com k blocs formats per parells de cadenes de la

forma,
1 2 k
U1 Uus Ug
s y e
V1 V2 Vk

Aleshores, el SCP anterior seria:

1 2 3
a abaaa ab
b b
aaa ab b

i la seua solucié es pot veure com a

2 1 1 3
abaaa a a ab
ab aaa || aaa b

Graficament, la solucié es pot veure com una concatenacié de blocs de forma que van emparellant-
se simbols dalt i baix. En aquesta representacié, hem subratllat en cada bloc els simbols que no
estan encara emparellats.

Considerem ara un altre SCP donat pels segiients blocs:

1 2 3
ab baa aba
b b
aba aa baa

Si intentem construir una solucid per a aquest SCP, arribem a la conclusié que qualsevol sequéncia
d’index ha de comencar per 1 perque només uj i v; comparteixen prefixos. Com a conseqiiéncia, es
queda un simbol a desemparellat baix. L’tnic bloc que es pot posar doncs a continuacié és el 3, amb

la qual cosa es torna a obtenir un simbol a desemparellat baix, i aixi successivament. Graficament,
1 3 3

ab aba || aba

aba || baa || baa
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En altres paraules, aquest SCP no té solucid.

Problema de la correspondéncia de Post (Pcp)
Dades: Un SCP, {ul, .. uk}, {Ul, e ’l)k}

Enunciat: Existeix soluci6 per al SCP de la forma iy, ..., (m > 1)7

Problema de la correspondéncia de Post modificat (Pcpar)
Dades: Un SCP, {ul, .. uk}, {’Ul, ce ’l)k}

Enunciat: Existeix soluci6 per al SCP de la forma 1,ig,...%, (m > 1)?

Anem a demostrar que els dos problemes sén equivalents. Primer veurem que Pop < Popjy que
és més facil encara que no trivial.

Si Pgpps fora resoluble, donat qualsevol SCP sabriem si té solucio de la forma 1,.... Per saber
si el mateix SCP té o no solucié en general només hauriem de resoldre k vegades el Popas col-locant
I’i-esim bloc en primera posicié cada vegada.

La reduccié en el sentit contrari no és tan facil ja que el fet de conéixer que el Pop té solucié no

implica que aquesta es conega explicitament.

Teorema 6.4 Popyr = Pop
Prova:
Ara suposem que Pgp és resoluble, per tant, donat un SCP podrem saber si existeix o no solucié
general.
Siga A = {u1,... ,ux},B ={v1,... ,vr} un SCP sobre X. Siguen § i § dos simbos que no estan
en X.
Definim ara un nou SCP A’ = {yo,... ,yx11}, B’ = {20,--. ,2k11} sobre T U{{,$} on
Yi = ai1$ai2$...$aimi$ siu; = a4,a4, . ..0;
zi = $b;, $b;,8 . .. $b,~ni
Yo = 8y1, yk+1 =, 20 = 21, zpr1 = 8
Si Pop és resoluble podrem saber si existeix una solucié per a (A’, B') i, aleshores tenim dos

my

S1v; = bilbiz .. bin,-

Casos:

(A’, B'") té solucié: Encara que no es conega la solucid, és necessari (per construccié de A’ i B que
els indexs primer i dltim siguen 0 i k + 1, respectivament. Com que els blocs de (4, B) i de
(A’, B") es corresponen exactament llevat dels separadors, es tindra una soluci6 per a (A,B) el

primer index de la qual sera 1.

(A’, B") no té solucié: En aquest cas és impossible que existesca una solucié per a (A, B) que

comence per ’index 1 (encara que podria haver altres tipus de solucions).
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Com a conclusié, hem sigut capagos de resoldre Pgpps mijantcant Pextensié del SCP corresponent
i la (suposada) solucié del Pcp sobre el SCP estés. ]

Teorema 6.5 Popjs és indecidible
Prova: Demostrarem que Pp < Popuy

Suposem que Pcpas és resoluble. Siga aleshores M = (Q,X,T,6,A,q1,F) una MT de cinta
semi-infinita que suposarem (sense pérdua de generalitat) que només para en estats de F i entra en
bucles infinits en qualsevol altre cas.

A partir de M i d’'una cadena w € X* qualsevol definirem un SCP format pels segiients blocs:
1 2

s |[s]. -
Sq08 ,\ill . Vo eT.

A més a més, per cada transici6é de § relacionada amb estats finals de M, inclourem els segiients

blocs o conjunts de blocs:

si 8(g0) = (pr—), o
TP

si 8(g0) = (pme), L) Wyel
YT

i 6gl) = (mro), L
p$

i 3gl) = (mne), B wer
py7$

I, per ultim, per cada estat final inclourem

oqT oq$ $q7 q%$%
g || g8 || $q || $

Vo,7 €T.

Definit d’aquesta manera, la construccié d’una solucié per a aquest SCP té una relacié directa
amb les possibles computacions de M. Siga una cadena w = 0103 ... 0.
Qualsevol solucié per a Popy ha de comengar necessariament pel bloc 1. Per tant el seguient

bloc ha de contenir en la part superior el prefix qo; la qual cosa implica que haura d’existir una
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transicié é(q1,01) = (7,92, —). La solucié podria comencgar a construir-se de la segiient manera:

$ ‘ 7101

qlalog...ak$ ‘ T4q2

o
Utilitzant ara blocs de la forma Vo € T arribariem a

§ ao ||o2 | [on][$]
qlalog...ak$ T4q2 g2 Ok n

on la cadena de la part de baix dels blocs que no esta emparellada correspon a la configuracié de la

MT després de la primera computacié simple.

Es pot demostrar facilment per induccié que, si es té una configuracié per a M de la forma

qw Fa oaqi, B b - Fv angi, B

aleshores es pot obtenir una solucié parcial per al corresponent Popjs de la forma

&L ‘

$ Qw | on10i,Bn1 |

saw$ | [orgnf | |8] [ ongiaBa |

En altres paraules, les possibilitats per anar construint una solucié per al Popjs es corresponen

| GB‘

exactament amb les possibles computacions de la MT.

Per construccié del Pcpyy, la tnica possibilitat per completar la solucié és que la maquina arribe
a una configuracié de parada a,g;,an on ¢;, € F.

En eixe cas, es podrien concatenar a la solucié parcial blocs de I'altim tipus per anar eliminant

simbols (un a un) de les cadenes a, i 3, fins a arribar a

$ | Qw H On—1Gi,_1 Pn—1 Hm g, $$
Sous | [argnfy [ (8] [ ongifn  [[8]  [aS]]

Amb la qual cosa la solucié és completa.

[]

6.2.5 Problemes irresolubles sobre gramatiques incontextuals

Hi ha alguns problemes que es plantegen sobre els llenguatges incontextuals (o sobre les corresponents

gramatiques) que sén irresolubles. Una forma convenient de demostrar la irresolubilitat d’alguns
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d’aquests problemes consisteix a relacionarlos amb el Pgop.

Considerarem dos problemes:

Problema de la interseccié buida, Prp

Dades: Dues gramatiques incontextuals, G4 = {X,N4,Ps,S4} i1 Gp =
{E,NB,PB,SB}.

Enunciat: L(G4)NL(Gg) =07

Problema de la ambiguitat d’una gramatica, Pyg
Dades: Una gramatiqua incontextual, G4 = {X, N4, P4, Sa}.

Enunciat: Es G4 ambigua?

Teorema 6.6 El problema P;p és indecidible

Prova: ST

Suposem que féra resoluble. Aleshores existiria la maquina <G1’7G2>

Siga (A, B) un SCP qualsevol sobre Yon A = {uy,... ,ux}iB = {v1,... , v} i sigyg un alfabet
tal que XNA =0, A =A{ay,...,ax}

Construim aleshores les segiients gramatiques incontextuals:

Ga=(S4,2UA,S4,{Sa = uiSaa;|lua;, i=1,...k})

Gp = (SB,E UA, SB,{SB — U,'SBai|U,'ai, 1= 1,...k})

Si el SCP anterior té solucié aleshores existeix una permutacié d’index tal que w;, ...u;, =

n

V4, - .- 4, la qual cosa implica necessariament que

Uiy « oo Ujpy Qg+ - - Qjy = Viq - V5, Ay - - - Ay, € L(GA) N L(GB)

n

En sentit contrari, si w € L(G4) N L(Gp) ha d’existir una factoritzacié de w, w = w' - a;, ...a;

n

de forma que w' = w;, ... u;, = vj, ...v;, la qual cosa implica necessariament que el SCP té solucié.

n

Aleshores, podriem fer
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1 SI
e Construir G4 i Gp.
SI, L(G4) N L(G (0 parar,
~————| MrB
T~ NO, L(G4) N L(Gg) = 0 parar, \,
T~ NO
la qual cosa permetria resoldre el Pop. Per tant, la maquina Mg no pot existir.
[]

Teorema 6.7 El problema P4 és indecidible.

Prova:



