CAPITULO 3.- Representaciones
de Fourier para sefales.

3.1 Introduccion.

3.2 Seiiales periddicas en tiempo discreto: la serie de Fourier
en tiempo discreto.

3.3 Seiiales periddicas en tiempo continuo: la serie de Fourier.

3.4 Seiiales no periddicas en tiempo discreto: la transformada
de Fourier en tiempo discreto

3.5 Sefiales no periddicas en tiempo continuo: la transformada
de Fourier

3.3.6 Propiedades de las representaciones de Fourier

3.1 Introduccion.

Analisis de Fourier :
Representacion de sefiales utilizando senoides complejas

Senoides complejas y respuesta en frecuencia de sistemas LTI
x(t)=e!* senoidal compleja
yt)=H(jw)e! ; H(jw)= fwh(r)e“"‘”dr = resp.en frecuencia
y(t) = |H (jw)|ej(wt+arg{H<jw>})
x[n]=e!
M= HEMe™ ;5 HE) = Y hkle)
K=o

yIn =|H efeilonmebiie™)




Ejemplo Circuito RC : Respuesta en frecuencia

R
NN
1
h(t)y=——e RCu(t) , vVt=>0 i ==C
0 =€ ) xmé) @ c

1
Yae 1 o= ZAIC
jo+ Voo JeRC+ o +(lgcf

arg{H ( ja))} = —arctan(wRC)

H(jo) =

|Hijw arg| Hijv))
P

v

_ ol
RC RC

+

y(t)

Figure 3.4 (p. 198)
(a) General eigenfunction #(t) or ¥{n] and eigenvalue A.
(b) Complex sinusoidal eigenfunction el®t and eigenvalue
H(jo).
(c) Complex sinusoidal eigenfunction €¥" and eigenvalue
w(t) Ay (®) H(el®).
o) le(t)
— H —
(c[n]) (le[n])

win] Ap[n]
(a) (b) )

M B — H{jy)e el

— H _._H(ejﬂjejﬂu

Funcion caracteristica de H Problema de valores Valor caracteristico

Funcion propia caracteristicos Valor propio

y(t)=e' Hiy ()= Ay ®) H(jo)=14

Vector caracteristico de A Valor caracteristico

e, Ae, =4, A

x(t)=> ae'™ yt) => aHya)e'™
k=1 k=1




Representaciones de Fourier para cuatro clases de sefales

Prol.nedad Periodica No periodica
de tiempo

Conti Serie de Fourier | Transformada de
ontinua (FS) Fourier (FT)

Serie de Fourier en| Transformada de

Discreta | tiempo discreto | Fourier en tiempo

(DTES) discreto (DTFT)

Senales periodicas: representaciones mediante las series
de Fourier

DTES : Periodo fundamental de x[n] : N =, =27/N
FS : Periodo fundamental de x(t) : T = o, =27/T




3.2 Seiiales periodicas en tiempo discreto:
la serie de Fourier en tiempo discreto (DTFS).

X[n]= Z X [k]eijon X[K] = 1 Z X[n]e i
k

=(N) N SR)
DTFS:Q,
x[n] & XI[K] X[k],x[n] : par DTFS
N N
0,2 (N)=01,..N -1 N)=-F g
X[k] Representacion en el dominio de la frecuencia

IX[k]  Espectro de magnitud de x[n]
arg{X[k]} Espectro de fase de x[n]

x[n]e” %" = X[k]

1 - 1 o 1
X[k+N]=— S x[nje i = — N7 yrpje-Noong-ikan — _—
[ ]NZ[] NZ[] N 2

n=(N) n=(N)

X[k] y x[n] : evaluar en computadora (Unicas)

Problema 3.48
Utilice la definicion de los coeficientes de la DTFS para
evaluar la representacion DTFS para la sefial :

X[n]=cos 6—7rn+Z x[n]= ZX[k]ejm‘)”
17 3 )
8 .
N=17, Q :2—7[ X[k]:izx[n]eﬂkﬂon
ST N &~
NEY (6 7w Tz ) = . - .
x[n]:l e'(Fm?JJre*J[FM?j _|1.55 el<3)%n+ 1.5 ej<—3>%n
2 ) >
1.5 K3

{2

1 -iZ

X[k]= ) —e 3 k=-3
(k] 5

0 otros k,-8<k <8




Problema 3.2
Encontrar la representacion en el dominio de la frecuencia de

la seiial descrita en la figura
x[n]
1

S5 0 TR 1 AR T ET SR T
-6 | R (I 4 l
x[-n]=-x[n] : simetria impar ; N=5 , Q,2=2n/5
2
X[k]= é > x[nje *m = é X216 475 4 X[~1]e%77° 4 X[0Je® + X[1]e 427/ 4+ x[2]e *4+/°
n=-2
X[K] :1{1&“”/5 +1—le"'“"/5} :1{1+ jsen(k2z/9)}
502 2 5
X[—Z]:é— jse”(‘;”/ 2 _o23e s X[—l]=%— jse”(i”/ 2) _ 0276607

X[0] =%= 0,2e'

=0,232¢10%%!

1 .sen(2z/5)
5

_ . sen(4x/5)
X[1]= st 5

=0,276e°7 X[z]:%+ j

Problema 3.2 (cont.)

X[-2]=0,232¢7°7" 5 X[-1]=0276¢ "™ X[0]=0,2¢""
X [1] = 0’276ej0,760 ; X [2] — 0’2326j0,531

[Xrk|

3

N

4 -2 0 2 4

arg {X[k]} (radians)




Ejemplo 3.5 (Inversa de DTFS)
Determine la sefial en el dominio del tiempo x[n] a partir
de los coeficientes DTFS descritos en la figura :

IX 1k

ul‘uu :t: ullr.\u o r;lluui N:9 ,

0,=2m/9

4
x[n]= Z X[k]ejkzm/9 — gi2ag-i6m/9 | Hainfig-id4m/d | | na-infigidm/o | g-i2zfigiom/9
k=—4

x[n]=2cos(62n/9 —27/3)+4cos(4zn/9 - z/3)-1

3.3 Seiiales periodicas en tiempo continuo:
la serie de Fourier
a) FS exponencial
FS : Periodo fundamental de x(t) : T = @, =27/T

FS exponencial

X(t) = ix[k]e“‘%t ; x[k]le jOT x(te tdt
k=-o0

FS;aw,
X(t) < X[k] X[k],x[n] : par FS

X [K] Representacion en el dominio de la frecuencia
|X[K]| Espectro de magnitud de x[n]
arg{X[k]} Espectro de fase de x[n]




Ejemplo 3.9 (Calculo directo de coeficientes FS)
Determine los coeficientes FS para la sefial x(t) descrita en
la figura : o

1
2 . = . —t

2t - jkat —(2+ k)t gy 5 ~Q2pjkot |2 4 &

X [k]= _[ e e dt = .[O e dt = 2as i jk”)e 2
_ 1 _p4p-ik2r

X[k]_4+jk27z)(1 e ‘

4 i
X=

4+ jk27) ‘ ‘
?????????YITTTI‘ ’lTTTTTi???ﬁ?»v? =
Ejemplo 3.12 (Inversa FS)
Encuentre la sefial en el dominio del tiempo x(t) correspondiente
a los coeficientes FS : K oo
X [k] — (%) ejk /20

Suponiendo que el periodo fundamental es T=2 = @, =27/T =7

X(t) = i(%)k plkr/20g jkit kil(yz)—k g fr/ 20 I

=
Il
(=}

© K. . ®© . .
X(t): 1 eWﬂﬁOemm.+ 1 efﬂﬂﬂoe*ﬂm
> (%) > (3]
1 1
X(t) = 1— (1/2)ej(7zt+7r/20) + 1_(1/2)efi(ﬂt+ﬂ/20) h
()= >

5—4cos(znt+m/20)




Ejemplo 3.13

(FS para una onda cuadrada)

Determine la representacion FS de la onda cuadrada x(t)

descrita en la figura :

x(r)

T-T, -T+T, T, |0 T, T-T, T+T
_ L Cikantgs — LT ket L ket [T,
X[k]—?j_mx(t)e dt—?Loe dt=mor® 5 k20
JkegTy _ o= ikeogTy
x[k]= 2 (e _e _ 2sen(ke,T,) k%0
Tka, 2] Tk,
k0= X[k]=L[Pat=2To . pm2Senked) 2T
T T k>0 Tka, T
X [k] _ ZSen(ka)OTO)
Tka,
o, 2z - X[k]= 2sen(k24T, /T) =&senc k2_'|'0
T k27z T
Ejemplo 3.13 (cont.) X[k], —50<k=<30
T/T=1/4 .
La energia en la representacion wills
FS esta distribuida en un ancho R
intervalo de frecuencias "
El primer cruce por cero : _ .
Ty/T=1/4 k=2 Ty/T=116 - Hm
T T=1/16 k=8 . u]il] I g
T,/T=1/64 k=32 . A
Al decrecer T/T la energia en T/ T=1/64.

cada periodo de la sefial onda
cuadrada se concentra alrededor

de un estrecho intervalo de tiempo.

x(n

1

o T

-T-T, -T+T, -T, [0 T, T-T,

i

5

T+T,

: Wﬂlﬂm

[Ihwl]”mm




3.3

Con bastante frecuencia en el analisis de Fourier aparece la forma
funcional : !

sen(rzu
senc(u)z#) e
7Z-u 0.4
sine (1)
senc(0) =1 02
senc(ku)=0,k =0 P03 6 4 2 0 2 4 6 8 10

El maximo de la funcién es la unidad en u=0

El cruce por cero ocurre en los valores enteros de u

Lébulo principal de la funcion senc : parte de la funcion entre los
cruces por cero en u=+1 y u=-1

Loébulos laterales : resto de 16bulos

3.3 Seiiales periodicas en tiempo continuo:
la serie de Fourier
b) FS trigonométrica

X[~k]= X[K]

X(t) = i X[k]ejkwnt _ X[O]_i_i(x[m]ejmwot n X[_m]e—jmmot):

jmayt — imayt

+€ :X[O]+i2X[m]COS(mw0t)

m=1

x(t) = X[0]+ > 2X[m) &

si B[0]=X[0] y B[k]=2X[k],k #0,entonces

X(t) = i Blk]cos(ka,t)

k=0




3.3 Seiiales periodicas en tiempo continuo:
la serie de Fourier
b) FS trigonométrica

x(t) = B[0]+ i{ B[k cos(kay,t) + Alk]sen(keo,t)}

k=1

B[0] = leoT x(t)dt

k=0, Bk]= %LT x()costkaytydt =  X[k]+ X[K]

A[K] = % LT x(t)sen(ka,t)dt j(X[k]-X[-k])

0 . 1 e
exponencial :  X(t)= Y X[k]e*** ; x[k]:? J'OT x(te tdt
k=—o0

Ejemplo 3.13 (FS trigonométrica para una onda cuadrada)

x(r)

|

J - - |_ w,=27x/T

T-T, -T+T, T, [0 T, T-T, T+T,

R A T 2T,
B(0)=— jo x(t)dt = ?[ jo 1dt + jT N ldt} ==t

2sen(k2#T, /T)
kz

2 (T
k#0, Blk]=— jo X(t) cos(ke,t)dt =

2 T
Alk] == jo x(t)sen(ke,t)dt = 0

x(t) =Y Blk]cos(kat) ; %;(t)=>_ B[k]cos(ket)
k=0 k=0
T=1,0,=27/T;T,/T=1/4

10



Figure 3.25b-3 (p. 226)
(b)J=3.(c)J=7. (d)J=29.

34 Sefiales no periodicas en tiempo discreto:

La transformada de Fourier en tiempo discreto (DTFT)
De manera intuitiva deduciremos DTFT a partir de DTFS,
describiendo una sefial no periddica como el limite de una senal
periddica cuyo periodo N se acerca a infinito.

X[n]=ij.””X(ejQ)eandQ X[n] D('II)T X(ejQ)

X (ejQ )= z x[nJe " Representacion en el dominio de la frecuencia
N=—00
Si x[n] duracién infinita, ha de ser absolutamente i‘ X[n]| < oo
sumable para que exista la DTFT : =
w 2
Si x[n] no es absolutamente sumable, pero tiene energia > Xn] <o
finita, la DTFT converge en un sentido de error cuadratico "
medio, pero no converge puntualmente

La sefial escalon unitario u[n] no cumple las condiciones anteriores

11



Ejemplo 3.17 Secuencia exponencial
Encuentre la DTFT de la secuencia x[n|=a"u|[n]

0

X(e1%)=3 xnje

X(e)= Za ufn]e " = Za e I :g(aejg)" :ﬁ, lo| <1

siagesreal : X(eJQ) !
l—acosQ+ jasenQ)

\X( 1 1 1 ; par
\/1 acosQ +a’sen’Q) \/a +1-2acos2

arg{ ( )}:—arctan(LnQ] ; impar

l—acosQ

Figure 3.29 (p.232) Ejemplo 3.17 (cont.)

The DTFT of an exponential signal x[n] = (a)"u[n]. (a)
Magnitude spectrum for oo = 0.5. (b) Phase spectrum for a = 0.5.
(c) Magnitude spectrum for
o =0.9. (d) Phase spectrum for a = 0.9.

10 10

a=05 a=09

8 8
= B =6
2 S
= 4 !

0 0

—4p -2p 0 2p 4p —4p -2p 0 2p 4p

Q Q

a=09

arg| X (/) (rads)
L <
O oo O
arg{ X (&)} (rads)
=)
o i

—4p -2p 4] 2p 4p “Ap -2p 0 2p 4p

12



Eje i

X (el . ﬂ p=r

| W W
. . i1, \Hm/ ite, .,
P W 0w p “ lg, 172 £llb B

(a) 1:1
X ()= Lo J<W x () esta especificada solo para —7 < Q<7
0, W<|Q<z
1 W ion 1 jon
x[n] = eJ dQ=——e!" ", ——sen(\Nn) n=0
27 - 27nj

n=0= X[0]= 11misen(\Nn) =
0 zn

w
T
x[n]= i sen(Wn) = — senc( j
n

X[n] —I e‘“)e’“”dQ

Ejemplo 3.20 DTFT del impulso unitario : o(t)
DTFT
X(e*)= 3 slnje " = S[n] < 1
);[,:_700 X(elt
1 *I‘ I
s & & & & o 5 & n Q
-3 =2 -1 0 1 2 3 -2p -p 0 P 2p
(a) (b)

Ejemplo 3.21 Inversa DTFT del espectro impulso unitario : 6(€2)
X(e?)=5Q),-r<Q<x

(] = % I” 5(Q)ePnd ZL utilizando la propiedad de filtrado de
/2t T

la funcién impulso

oo e dQ), ~r<Q<z X(e)= 25(9 k27z)
AR (R = AR B

13



3.5 Seiales no periddicas en tiempo continuo :
La transformada de Fourier (FT)

X(t) = ij“; X (jo)e'*dw x(t)(i X(jo)

X(Jo)= Lo x(tye”dt representacion en el dominio de la frecuencia

La convergencia puntual estd garantizada en todos los valores de t

excepto en aquellos correspondientes a discontinuidades si x(t)

satisface las CONDICIONES DE DIRICHLET : (para senales

no periodicas) }

1.- x(t) es absolutamente integrable. [ [xldt <o

2.- x(t) tiene un numero finito de maximos, minimos y
discontinuidades locales en todo intervalo finito.

3.- el tamafio de cada discontinuidad es finito.

La funcidn escalon no es absolutamente integrable

Ejemplo 3.25 Pulso rectangular

Considere el pulso rectangular descrito en la figura y definido

como : LT <t<T, Encuentre la FT de x(t)
x®= 0, [>T,

El pulso rectangular x(t) es absolutamente integrable, siempre que

X(jw)= fw x(te dew = f;e“'“"da) = _—1 et [l = % sen(awT,), @ #0

jo
. .2
o=0= X(]0) =11n3—sen(coT0) =2T,
-0

O,
» arg{X (jo)}=

7,

sen(wT,) >0

‘x(jw)‘zzm

(4]
sen(wT,) <
@

0

X(jow)= 2Tsenc( T, j
T

14



Ejemplo 3.25 (cont.)

X (jw)| =2

sen(wT)
@

p_2\Sp [0 P\S2p
T, T T,

S

(a) (b)

Si n/To disminuye
sefnal X(jo) se dispersa en el
origen en el dominio ®

Si To aumenta
senal x(t) se dispersa en el
origen en el dominio t

Ejemplo 3.27 Impulso unitario
Encuentre la FT de x(t)=06(t)

X(t) no satisface las condiciones de Dirichlet, a pesar de ello

. . FT
X(jo)=[" s do=1 Sl ; —w<w<o
Ejemplo 3.28 Inversa FT de un espectro impulso
Encuentre la inversa FT de X (jw) = 276(w)
1 = i FT
X =~ [ 278(w)edw=1 165 275()

15



3.6 Propiedades de las representaciones de Fourier

3.6.0 Perioricidad

3.6.1 Linealidad

3.6.2 Simetria — Sefiales reales e imaginarias
3.6.2 Simetria — Pares e impares

3.6.3 Corrimiento en el tiempo

3.6.4 Corrimiento en frecuencia

3.6.4 Escalamiento

3.6.5 Diferenciacion e integracion, sumatoria y dif.
3.6.6 Convolucion y modulacion

3.6.7 Filtrado. Modulacion en frecuencia
3.6.8 Relacion de Parseval

3.6.9 Dualidad

3.6.10 Producto tiempo-ancho de banda

Tabla

Serie de Fourier Tranformada de Fourier

x(t) = Z X [k]ejkwOt X(t) = ij X (jow)e''dw
k=00 2r -

17 — ket
XJ=g [ xweat | [ xte i dt

x(t) periodo T = w, =27/T

Serie Fourier Tiempo Discr. | Tranf. Fourier Tiempo Discr.

= SXGE" | - L[ x(e#)ean
71' -7

k=(N)

X[k]=ﬁ > x[nje ¥ x(ei"): ix[n]e‘j‘l“

n=(N) n=—o0

2 .
x[n] y X[k] periodo N = Q, = Wﬁ X (e ’Q) tiene periodo 2x

3 6 0 Perioricidad

16



3.6.1 Linealidad

2(t) = ax(t)+by(t)<F—T>Z(ja)) =aX(jw)+bY(jw)

z(t) =ax(t)+by(t) <> Z[k]=aX[k]+bY[k]
z[n] = ax[n]+by[n] D<T—F>T Z(e*)=axX(e*)+bY ()

DTFS;Q,

z[n]=ax[n]+by[n] < Z[k]=aX[k]+bY[k]

3.6.2 Simetria — Sefales reales e imaginarias puras
a) x(t) Real

Representacion Forma compleja  Forma rectangular

FT X (jo)= X (-jo) Re{X(J'aJ)} Re{X (-jw)}
X (jo)}=-Im{X (- jw)}
= X k1= X[-K] Re{X [k]}=Re{X[-k]}

e

Im{
{
m{X[k]}= —Im{X [~ k]}
DTFT  X'(€)=X(e ) Re{X(e/)|=Re{X (")}
Im{X (e')}=—Im{X (e %)}
DTFS X '[k]= X[-k] Re{X [k]} = Re{X[-k]}
{x

[k} =—1m{X[-k];

Im

17



3.6.2¢nry Simetria — Sefnales reales e imaginarias puras

b) x(t) Imaginaria pura

Representacion Forma compleja  Forma rectangular

X (jo)}=—-Re{X (-jo)}
Im{X (jo)}=Im{X (- jo)}
e{X[k]j=—Re{X[-k]}
Im{X [k]} = —Im{X [~ k]}

FT X(jo)=—-X(-jw) Rel
{
{
{
DTFT  X'(@®)=-X( ) Re{X(e")}=—Re{X(-e")}
{
{
{

=

FS X '[k]=—X[K]

Im{X (€)= Im{X (—e'*)}
e{X[k]}=~Re{X[-k]}
Im{X [k]} = Im{X[-k]}

DTFS X'[k]=-X[-K]

=

3.6.2ny Simetria — Pares e impares

c) x(t) valores reales y simetria impar = X (t) = x(t); X(-t) = —x(t)
X ( ja))z[ [ x(t)e""“dt} ~[" X medt=[ x(tye™dt -

=" x(-e " Vdt=[" x(x)e "dr = X (jo)

La tnica manera de que la condicion X*(jo)=X(jo) se cumpla es
que X(jo) sea real.

d) x(t) valores reales y simetria par = x'(t) =x(t); x(-t) = x(t)
X ( ja))z[ [ x(t)e""“dt} ~[" X medt=[ x(tye™dt -
= [ x(~te *Vdt=-[" x(x)e "dr =X (jo)

Luego para que X*(jo)=-X(jo) necesariamente X(jo) es imaginario
puro.

18



3.6.3 Corrimiento en el tiempo

FT .
X(t—t,) < e’ X(jo)

FS;ao, )
x(t-t,) <« e FhX[K]
DTFT . .
xn—-n,] < e "X (")
DTFS;Q,

xin-n,] < e MX[K]

3.6.4 Corrimiento en frecuencia

. FT

e”xt) < X(j(@-y))
] FS;w,

ef'x(t) o  X[k-k,]
. DTFT .

eJFn X[n] < X (eJ(Q—F))

_ DTFS;Q,
e’"x[n] < X[k—k,]

19



3.6.4 Escalamiento : TF
FT .
X)) X(Jw) ; z(t)=x(at)

X(at) = z(t) Z) ﬁx( j Z(jw)

Reproducir a velocidad mas alta (a>1), comprimimos sefal de tiempo.

En el dominio de la frecuencia se expande, mas agudos.

Ejemplo 3.48 Escalamiento a un pulso rectangular

1,-T, <t<T,
Considere el pulso rectangular definido como : X(t) =

(ver ejemplo 3.25) t>T,
) 2
Su tranformada de Fourier es : X(Jw)=—sen(wl,)
)

Si T,=1. Calcular la Transformada de Fourier de y(t)=x(t/2) .

1, [tf<1 1, [t<2
=1, > 0=1, 2

Y(ja))—ﬁX(J 1“’} 2X (j20) = 222 sen(2w)—£sen(2co)
2 2

20



Figure 3.71 (p.301)
Application of the FT scaling property in Example 3.48.
(a) Original time signal. (b) Original FT. (c) Scaled time
signal y(t) = X(t/2). (d) Scaled FT Y(jo) = 2X(j2w).

3.6.4 Escalamiento : FS

si x(t) tiene periodo fundamental T (),
z(t) tiene periodo fundamental T/a (aw,)

FS;w,

x() < X[K]

FS;am,

X(at)=z(t) <« Z[k]=X][kK]

La operacion de escalamiento cambia simplemente el
espaciamiento armonico de (@) a (a ®,)




3.6.4 Escalamiento : DTFT , DTFS
z[n]=x[pn],VpeZ ; |p|>1= perdida de informacién

X,[n]=0, a menos que n e’
P

DTFT

X,(pn) <> X,(e*'?)

DTFS; pQ,

x,(pn) <« pX,[K]

Problema 3.80

n
Dada la sefial de la figura X,[N] =0, a menos que Y €Z ;p=3

oaiao

n]

x
o [oi..,

3
J] oo i o o—o J] oo
2112345
(a)
— L, 0, nodd
wn] = (0.9)"uln] fm) =U (9 9y"2u[n]. neven
| |
0.9[ I 0.9[’ [
O—O—O—O I I T T T.“ n OO0 O -O- I O i O T o T D". n
2.1 12345 2-11 1234546

0 ) 0

a) Demostrar que la DTFT de z[n]=x [pn] es : Z[e'®]= xz[ej%]
b) Dela DTFT de w[n] y prop. escalamiento, calcule la DTFT de f[n]

c) Six,[n] es periddica (N), z[n]=x,[pn] es periddica (N/p) demostrar :

Z[k] = pX,[K]

22



Problema 3.80 (cont.)

suma r impar

a) X,[e %’]— DX, [n]ei Dy ZX [prie " = ixz[pn]e”'Qn =Z[e*]

N=—c0 r=—0 N=—0

b)  w{n]=(0.9)"u[n] D<T—F>TW(e oy -

1-0.9e7
DTFT i
fin]= {W[/] npar s REry L
n impar 1-0.9¢™’
N
c) e ‘
Zk]= o Y anle ;o) =27~ po,

N,

Z[k)= p— Zx[pn]e’k”"%llpn T EEITAPTTRPIERLP
= iN e~ in] = 09wl ”""‘Uw-*:f’-‘--ln'f:‘n'L-“ff.-
N - 09
Z[kl= X[(]) HH [T I]IIT*

Serie de Fourier Tranformada de Fourier

x(t) = Z X [k]ejkwOt X(t) = ij X (jow)e''dw
k=-0 2 o=

I — ket
X[k]= ) xve*dt X (jo)= [ x(tye “dt

x(t) periodo T = w, =27/T

Serie Fourier Tiempo Discr. | Tranf. Fourier Tiempo Discr.

X[n] = k%>x [k]e Jkgn X[n] — _I eJQ eJQndQ

X[k]=ﬁ > x[nje ¥ x(eiQ): ZX[n]e"Q”

n:<N> N=—0

2 .
x[n] y X[k] periodo N = Q, = Wﬂ X (e ’Q) tiene periodo 2x
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3.6.5 Diferenciacion e integracion, sumatoria y diferencia

Diferenciacion en el tiempo

FT: x(t):ijin(ja))e"‘”da) ; %X(t)=]w§£wX(]a))e“‘”da)=ja) X (jo)

FT
No periodica : %X(t)(—) jo X(jo)

La diferenciacion destruye cualquier componente dc de x(t): j0 X(j0)=0

= F d H S jkaoy H
FS: x(t):k;X[k]e"‘“’O‘ - g 0= dkey 3 X[kJet = jkay X[k]

FS;m,

Periodica : %X(t) < jka, X[K]

El valor promedio de la sefial diferenciada sea cero : 0 @, X(0)=0

3.6.5 Diferenciacion e integracion, sumatoria y diferencia (cont.1)

Diferenciacion en frecuencia

0 . d . 0 R .
FT: X (jo) = [ xwedt 5 -~ X(jo)= (- jtx()e "'de
: T d .
No periédica : — JIX(O) <> —X(Jo)
dw
La diferenciacion no se aplica a cantidades de valor discreto: FS, DTFS

DTFT: x(ej9)= ix[n]e’j“” %x(ejﬂ): i(—jnx[n])e’jQn

) DTFT g o
No periédica : — JnX[n] <> d_Qx(e )
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3.6.5 Diferenciacion e integracion, sumatoria y diferencia (cont.2)

X(t) = % y(t) <> X{n] = y[n]— y[n 1]

n

yO = x(@dz o yinl= > K]

k=—o0

Sumatorio v diferencia

xn] & X () =(1—e ) (@)

yin] > Y (e!) = (ZJQ)+ﬁX(e‘°)5(Q) _r<Q<r

ZX[k] y[n]D<T—F>TX( JQ)+ X(e’o)25(Q k27)

k=—o0 k=—00

Integracion
FT
[ X(2)dz> —— X (jo)+ 7 X (j0)5 (@)
B e

3.6.5 Diferenciacion e integracion, sumatoria y diferencia (resumen
d FT . :
i (WejoX(jo)

FS;m,

d )
— X(t kaw, X[k
Olt()<—>Ja>o (K]

i T d .
- Jtx() > —X(Jo)
dw
'nx[n]D<T—F>T d X (e¥?)
: dQ

[ x(r)drgjiX(ja))mxuow(w)
- (0]

3 X[k <> X_(Ei)) FrX (€)Y 5(@Q-kar)

k=-o0 k=—o0
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3.6.6 Convolucion y modulacion

Convolucion de sefiales no periodicas
Yy =h®*x®) = [ h(oxt-ndr ; X(t—7)= [* X(joe™ "do
— 2r =
y(t) = J:h(r)i j“; X (jo)e!”e " dodr =$ fw[ j“; h(r)e‘j“”dz-:lX( jo)e'de

1 0 . . jot 1 o H jot
vy =] [H(ioX(jo)k"do=——] Y(jo)e"do

y(®)= h(t)*X(t)gY(JwF H(jo)X (jo)

AN XE™) g e € ¥(eR) = X R)HE)

h[n] <> H(e™)

3.6.6 Convolucion y modulacion (cont. 1)

Modulacion , sefiales no periddicas
1 N
x(t)=—/| X(jo)e'"'dv
0=——[ X(iv)
I oo, .
z(ty=—/| Z(jn)e'"d
©=——[ Z(ime"'dy

y(®) = xOz(1) =Y (jo) =iX(ja))*Z(ja))

X[”];%X(em) = y[n]= X[N]Z[n]«- 25y (€)= X (€)@ Z ()
Z[n] <> Z(e') 2z

convolucién periodica (27) = X(e‘“)@Z(e‘Q):j<2 >X(e"g)Z(e"(Q‘g)d@
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3.6.6 Convolucion y modulacion (cont. 2)

Convolucion , sefiales periddicas
y(t) = Xx(t) @ z(t) = j< L X@a(t-r)de
y(t) = X(1) @ z(t) « 2T 5 Y[k]=T X[k] Z[K]

yinl=x[n]@z[n] = " x[k]z[n—k]

K=(N)
y[n]=x[n]® z[n]«—=>22 N 5 Y[k]= N X[k]Z[K]
Modulacion , sefiales periddicas

y(®) = x(O2(t) =Y [k] = X[k]*Z[K]

X[k]*Z[K] = i X[m]Z[k —m]

y[n] = X[N]Z[n]«-2E22N 5y (k) = X (K) ® Z (K)

X()®Z(K) = 3 X[mIZ[k-m]
m=(N)

3.6.6 Convolucion y modulacion (resumen)

Convolucién Modulacion
h(t)*X(t)gH(jw)X(jw) X(t)Z(t)@iX(Jw)*Z(jw)
X(1) ® 2(t) 2T X[K]Z[K]  x(t)z(t) <225 X [K]* Z[K]

DTFT

x[n]*h[n] < X(e*)H@E*) x[n]z[n]&zlmeiﬂ)cazmiﬁ)
T

X[N]® z[n] <2y N X[k]Z[k] X[nJZ[n]«——"2 X (K)® Z(K)
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3.6.7 Filtrado.

Modulacion en el dominio de la frecuencia
Filtros : pasa baja, pasa alta, pasa banda y atenua banda

Y(t) = ht)* (1) > (@) = H(jo) X (j)

_ 1 . o _ 2010g|H(ja))| dB
X(jo)=——Y(jo)=H"™(jo)Y(jo)
H(jow)
Espectro de energia : |Y(J'60)|2 = |H (J'CU)|2|X(J'CU)|2
¥ = HHGeof X Gaf == i) [X ()
C 2 C C \/E [+ C

201log \15 H(jw) dB = 2010g\15dB+2010gH(ja)) dB =-3dB +20log|H (jw)| dB

x[n]*h[n] "G X (e )H (')
jQ
X(ejQ): I_Q Y(ejQ):HinV(ejQ)Y(ejQ) 2010g|H(eJ )|dB
H(e")

Figure 3.53 (p. 263)

Frequency response of ideal continuous- (left panel) and discrete-
time (right panel) filters.

(a) Low-pass characteristic.

(b) High-pass characteristic.

(c) Band-pass characteristic.

Hjv) Hel®
1
I . [T] [ -,
-W w -2p -p -w W p 2p
(1] 1]
(a)
H(jv) Hie/®)
J || |-
v Q
-W w -2p -p -W W P p
0 0
(b)
Hjvy H(el*
11 I
G Q
—W, W, W, W, —2p p-W, -W, | W, W,p 2p
0 0

(c)
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Figure 3.54 (p. 264)
RC circuit with input x(t) and outputs Y and yg(?).

| L + YR _
h,(t)=——e *ut
=T MA— |
Yr(®) =X(1) =y (t) x(1) C == yc(0)

he(t) = 5(t) —%e’@u(t)

Dibujar la respuesta en frecuencia de ambos sistemas
joRC

; He(jo)=——+1—
0= e

He(jo) = —
U= e

Figure 3.55a&c (p. 265)
RC circuit magnitude responses as a function of normalized frequency ®RC.

(a) Frequency response of the system b) Frequency response of the system
corresponding to y.(t), linear scale. corresponding to y(t), linear scale.
¢) Frequency response of the system (d) Frequency response of the system

corresponding to y(t), dB scale. corresponding to yg(t), dB scale, shown on

the range from 0 dB to -25 dB.

0 tog | 1,0 | camy

wRC
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Figure 3.55b&d (p. 265)

|
09
08,2
0.7 Fd
0.6
0.5
04
03
02
0.1

10w |

20 log | H(jv) | (dB)

=25

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
vRC
{c)

| Hy(w) |

20 log | Hy(jw) | (dB)

1
0.9 |
0.8 V2
0.7 /
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0
-10 -8 -6 -4 2

0
VRC
(b)

2

4

6

8

10

3.6.8 Relacion de Parseval

La energia o potencia se conserva en le representacion de Fourier

Energia de una sefial no periodica x(t) :

E.=[ x| dt : xoO =xOx'® :

'[m \x(t)\zdt = %r X (ja))\zdw :Teorema de energia de Rayleigh
_o T 9>

normalizado por 27

IH( ja))|2 => espectro de energia de la sefial
Energia : sefiales no periodicas en el dominio del tiempo
Potencia : sefiales periodicas en el dominio del tiempo ( sobre un
periodo normalizado)
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3.6.8 Relacion de Parseval (cont.)

o 2 1 o0 . 2
ET I_w‘x(t)‘ dt—gj_w‘x(lw)‘ do
1 o0
Fs [ xofde= X |XIkT’
o 2 _L i2y[*
DTFT >, Xl =] [X ) de

1
DTFS ﬁZnZ<N>\X[n]\2 :Zk:<N>‘X[k]‘z

Serie de Fourier

xm:ixMJW
k=—o0

— L — jkay
XM_?mel‘m

x(t) periodo T = w, =27/T

Tranformada de Fourier

_ 1 *© H jot
MU_E;LwXme‘dw

X(jo) = xt)e "dt

Serie Fourier Tiempo Discr.
x[n]= > X[kJe"™"
k=(N)
X[K]=— > x[nje ¥
N )

: 2z
x[n] y X[k] periodo N =€ =

Tranf. Fourier Tiempo Discr.
_ 1 = iQ . jon
X[n]= EL X(eJ )e‘ dQ
X(e*)= zw:x[n]e‘jgn

n=—0

X (e jQ) tiene periodo 2n
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3.6.9 Dualidad Dualidad de FT

FT
oyl ; —o<w<wo

FT
1 276(w)

Figure 3.73 (p. 307)

Duality of rectangular pulses and sinc
functions.

).
XGv) = 250

x(t)

FT
| -—

%) = S0 (W) n{“ sin (Wr)
X(jv)
1
-(—b
\/\/\/\/\ v
v V
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3.6.9 Dualidad (resumen)

FT f(t)«—">F(jo) F(jt)y«" 27 f(-w)

DIFS  x[n]«2FS2eN_, y k] X[n]e DmFs2en Lx[—k]

DTFTyFS X[Nn]<«2F— X (e!?) X (e3%) ¢Sy ¥k ]

3.6.10 Producto tiempo-ancho de banda

X(jv)
x(t)y 2T

3
1
_I—I_ -
———
3 v
-T, 0 T, ~p | p
5

Ancho de banda :;contenido de frecuencia significativa de la sefial?
“frecuencia a la cual el espectro de magnitud es 1/42 veces su valor
de pico”. Si x(t) estd centrada en el origen y es paso bajas :

Duracién de una sefial = T Ancho de banda = B,
0 P . ] 1
J._wt2|x(t)|2dt i U co2|X(J'a))|2da)‘A TyB, 2 >
= By=r=
J._w|x(t)|2dt ‘ J' |X(ja))|2da) ‘ principio de
-~ incertidumbre
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Problema 3.48

Calcule los coeficientes del DTFS de la seal :

N=17 =%
G T
x|n| c1-ﬁl:Frf |-
| ¢ Bz, = Ere i m
_ l__|'I_.II|---_| l_—_.'l_.lll--_l
£|l. 42 | 42 2]
E k_rj?r'll'-s':%“ | I.—_|-|-|._.-—-.-_l-f_—l.)]
Por inspeccion
sel® k=3
X [k le-1% k- _3
[} atherwise on & = {8, =7, ..., 5]
Problema 3.49

Dado los coeficientes del desarrollo DTFS, generar la sefial

iy
e
=
B
L-\.'ll'__.

2ar
=T
Ca i
..... .:UH:EL |
..... l|,, il—d)atk H;4J'Frf~|
2
2= —+d

otherwise om n € { =10, =9, ..., 10}
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Problema 3.50
Calcule los coeficientes del FS de la senal :

(a) Ty =3, To= 3. T =lem(T1,T2) = 2, wo =7

lem 18 the least commmon mnltiple,

zit) = sin(3dmt) + cos(dmt)
_____ it_.i[Bj.fr.' i: (-t L it L__;( 4wt
2] 2j 2
Por inspeccion :
7 k=44
1
X[k] = ) =
= k=-3
0 otherwise

Problema 3.51

Dado los coeficientes del desarrollo FS, generar la sefial

X[k| = jolk — 1] — jolk + 1] + 6[k — 3] + [k +3]. wo =2

TN
.-"I:.f:I ..... Z X|E.'|rﬂf2““
b

m=

..... jed(D2mt _ oa(—1)2mt 4 a(2mt (3w

----- —2sm(2rt) + 2cos(brt)
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Problema 3.52

Calcular la DTFT de la sefial :  x[r7] = (%)

T

“uln — 4]

o,
TR L1A ifin r'}m ifin
Xiel) Z xlnje” " E |‘—1J| e I

M=—nx =4
'

3 o
> (7 Iy
=4

(e 1)t
1 — T if
. (314
.erf"f'-l|| T 4
) ' (22 _ 3 cos((1))0-5
v16 2 TN

fX I:r-"iﬂ | a

sinffl)

— ¥ arct: FEC YT
1(2 t arctan ( | — .']r_'ll‘.-'ul:il:l

)

Problema 3.52 (cont.)

1.4 T T T 15
1.2F
10f
1k
sb
= T
TOAR 7
o E
§ .
= =1 [
ey kil
e 06 5
m
=t
o04f
- 1|:| b
0zp
] L L L 15 N
-4 -2 il 2 4 -4 -2
Omega [-pi.pi]

0
Omega [-pipil

2
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Problema 3.53

Calcular la la inversa de X (e®)

| Xt
sin €1

1 f° ay 1 ™ ay
zln] = ._[ eMIn+L) dQy 4 Tf efin=1) 4o [\ /l I\ */] |\ q
2 J_, 2m Jy a

1 ¢ Jrl:—l:l”

w2 +1)
c)
o .
1 o 1 57
#n] = — e T I g0y 4 — LY
2 J—T 2 Jio
('UHIZ%H:I -1
jmn

» PP, P2 P p ip

arg| Xie™)]

Ip
/ Q
2 P 0 p 2 i

~p ~
by
| Xqe )
1
‘ |__‘ |__‘ L a
p po-pi2 pzop Ip
0
arg| Xie™)]

p_-p2

i

Problema 3.54

Calcular la TF de la senal :

o
X(jw) = T(t)e
N
=
..... -3
3
B( 24 ju)

2 4+ jw
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Problema 3.55

%l

Calcular la inversa FT de X(jo) S

1 2

arg[ X(jvh]

a) x(t) = o m2e'_j2'*'f'_j'*liff.,:; [:\I

sinf2(1 — 2))
w(t —2)

sin(2(f—2 ; 3
J[-%Tl t #£2
.?'(f) - { 211- £— 7 o

b~ =2 ]
1 3 2 id | x¢pal

b) o(t) = or _3 ﬁ.fw‘f'ju' i )
B 2eos(3t) 2sin(3) zwm:zm 2
- 2t Imrt2 -

2eos(3t) 2eini ) £ 40 2 o
.?'H:I = i T Ba” T -pi2
‘ 0 t =0

Serie de Fourier

xm:ixMJW
k=—o0

— L — jkay
XM_?L«mJ‘m

x(t) periodo T = w, =27/T

Tranformada de Fourier

_ 1 *© H jot
MD_E;LwXme‘dw

X(jo) = xt)e "dt

Serie Fourier Tiempo Discr.
x[n]= > X[kJe"™"
k=(N)
X[K]=— > x[nje ¥
N )

: 2z
x[n] y X[k] periodo N =€ =

Tranf. Fourier Tiempo Discr.

x[n]= %fﬂ X (e*)e’ de

X(e*)= ix[n]e"“rl

n=—o0

X (e jQ) tiene periodo 2n
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Problema 3.57a) Calcular la sefial en el dominio del tiempo a partir
de su representacion en el dominio de la frecuencia.

—kT 2 k| < 10
(a) X[K] { ' i

i, otherwize

Periodo fundamental en el dominio del tiempo T=1

discreto y no periddico  «2% 3 periddico y continuo
9
wt) = 3 e-sFheosh
k=0
9
(e Jwi2 -3..5):|;-
k=0

a‘in{%—riﬂf —0.B))

.H'i.]ll:%'ﬁl:jf — D.5})

Problema 3.58b) Calcular la sefial en el dominio del tiempo a partir
de su representacion en el dominio de la frecuencia.

. T DTFS;27/ . T
discreto y peridédico «——222 5  discreto y periddico

N =5, Q, = & Choose n, k € {-2,-1,...2)

5

2
[n] Y X[k|e ITh
k=-2
—t"l =T b ja=n | 1 — t"l = T2 b e =

2w Sy
1 — 29 sm{—mn) — 2jsin({—n)
O f
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Problema 3.58c) Calcular la sefial en el dominio del tiempo a partir
de su representacion en el dominio de la frecuencia.

P cos{F) 4+ jsm(%). |wl <7
fc) X (jw) { T : T ]

1, otherwise

. ey oqe DT . ey g
continuo y no peridédico «——> continuo y no periodico

x(t) i f e pdt
2r J_ .

sin{m(f+ 0.25))

w{t + 0.25)

=infa{ 4025

Problema 3.58
Utilice la tabla de transformadas y las propiedades para calcular la FT

(a) x(t) = sin(2mt )e tult)

x(t) sin(2mt)e tu(t)
1 T S S 1 j 2 Lo i Y
— T e T () — e T e ()
2j 4]
; . P 1
e it :
= P
:-"2"'-" 5 I:f:I — .“)II:_JiI:,,:,' — 2m) :l
. 1 1 1
Nijw) —_—

2i (14w -2 14 jlw+2n)
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Problema 3.60

Utilice la tabla de transformadas y las propiedades para calcular la DTFT

(a) x[n] = (§)" uln + 2|

1
z[r] (?)”-’rh.’ 2
1. o, 1. .
(= 2|:—:|”'|"2:e'r|-'.' 2
; 3
1. DTET |
(z)"uln] —
1 — ge—H*
orer . .
sn+2] ——  IHG(IT)
j281
. O
Al —
1 — ge—#*
Problema 3.68b

Determine la respuesta en frecuencia y la respuesta al impulso
para el sistema definido por la siguiente ecuacion diferencial :

v d2 T d i
(b ry(t) + Szylt) 4 Gyt —£T(t)
() ¥ [ jaw) + 5wy (juw) + 6Y (juw) —jw X ( jw)
o —juw
Hijw) —_—
) = e e
3 2
- Sl -
f(t) (—3e 34 9 E'I:Hrl:.‘]
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Problema 3.68¢

Determine la respuesta en frecuencia y la respuesta al impulso
para el sistema definido por la siguiente ecuacion diferencial :

(c) y[n] — y[n — 1] — y[n — 2] = 3z[n] — 3x[n — 1]

1 a1

(1— =" —=¢
[

1

. o 3 :
20 1Y (r--"gj (3 —=r -"Q]X(r--"n)
3 %r- i
1.0 1.-520
1 FC T
1 2
]_ — = .Jiﬁ l 1 | lr- _jﬂ
2 4

Problema 3.73

Utilizar la descomposicion en fracciones simples para calcular
la transformada inversa de Fourier de :

Xi{jw)

i
16
X(jw)

£y
x(t)

Gjw + 16
I:_Ji,,;_,':I2 F 5w+ fi
A | b
3+ jw 24 jw

A+ B
244 3B
2 !

i DE
(263 4 de 2 yu(t)
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Problema 3.74

Utilizar la descomposicion en fracciones simples para calcular
la transformada inversa de Fourier en tiempo discreto de :

o

—fr"jﬂ1 F
X{e!) e s BT
A | b
1 %r- i 1— %r- i
1 1
i ——A4 =B
3 | 2
1
- A4+ B
7 }
Pk
~( od 5 5
XNt T I 1 -_%r- 0
[n] ll' 1‘l” } 2 |'1\|"l w[n]
i 5+ 2’ " 153’ f
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